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Summary

The lecture is devoted to certain questions of combinatorics on words. At first
we show on two examples where the results of combinatorics on words can be
applied and which fields inspire new questions to be solved in this domain. The
first field is mathematical modeling of solids which display crystallographically
forbidden rotation symmetries; these solids are called quasicrystals. The second
field is nonstandard numeration systems, in particular arithmetics in systems
with irrational basis. Aperiodic structures with low local complexity which are
studied in these fields can be coded using infinite words over a finite alphabet.
Purely combinatorial properties of these infinite words are interpreted in terms
of the original fields.

Combinatorial notions which are in focus in this lecture are factor and palin-
dromic complexity of infinite words and invariance of these words under substitu-
tions. We show how the classical methods of graph theory, matrix theory, group
theory and number theory can be applied in solving problems in combinatorics
on words.

For infinite words connected with the mentioned two fields of application, i.e.
for words coding one-dimensional ”cut-and-project” sets and words coding (-
integers, we list both the known results and still open questions. A large class
of words common for both fields are sturmian words. These are aperiodic words
of minimal factor complexity. Sturmian words have been extensively studied,
therefore the results for them are the most complete. An example of a sturmian
word, on which we illustrate the basic notions of combinatorics on words, is the
well-known Fibonacci chain.



Souhrn

Prednaska je vénovana nékterym otdazkam kombinatoriky na slovech. Nejdiive
ukazujeme na dvou ptikladech, kde vsude je mozné vysledky z kombinatoriky na
slovech aplikovat, a také z jakych zdroju prichazeji podnéty pro problémy fesené
v kombinatorice na slovech. Prvnim oborem je modelovani pevnych latek, které
vykazuji krystalograficky nepfipustné rotacni symetrie; témto latkam se iika
kvazikrystaly. Druhym oborem jsou nestandardni numerac¢ni systémy, specialné
aritmetika v soustavéch s iracionalnim zakladem. Aperiodické struktury s nizkou
lokalni komplexitou, které se v téchto oborech zkoumaji, 1ze kédovat pomoci
nekonec¢nych slov v konecné abecedé a cisté kombinatorické vlastnosti téchto
slov pak interpretovat v fe¢i puvodnich obor.

Kombinatorické pojmy, na které se prednéaska soustieduje, jsou: faktorova a
palindromickd komplexita nekonecnych slov a invariance na substituce. Ukazu-
jeme, jak se klasické metody teorie grafu, teorie matic, teorie grup a teorie ¢isel
uplatnuji pii feSeni problému v kombinatorice na slovech.

Pro slova svazana se zminénymi dvéma oblastmi aplikace, tedy pro slova
kodujici jednorozmérné ”cut-and-project” mnoziny a slova kédujici S-cela cisla,
popisujeme znamé vysledky i zatim oteviené problémy. Velka tiida slov, kterd
je spoletna pro obé skupiny, jsou sturmovska slova. Jsou to aperiodicka slova
s minimalni faktorovou komplexitou. Sturmovska slova jsou nejvice probadana,
a proto je pro né vycet vysledku nejuplnéjsi. Priklad sturmovského slova, na
kterém jsou zakladni pojmy kombinatoriky na slovech ilustrovany, je znamy Fi-
bonacciho fetézec.
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1 Motivace

Cilem této ptrednasky je predstavit otazky a odpovédi, kterymi se zabyva kombinatorika na
nekonecnych slovech, a priblizit matematické nastroje a metody, které tato oblast vyzkumu
vyuziva.

Slova, o kterych budeme mluvit, jsou nekone¢né posloupnosti pismen z koneéné abecedy.
Pomoci téchto posloupnosti se symbolicky kéduji ruzné periodické a hlavné aperiodické struktury.
Proto otazky, které si kombinatorika na slovech klade, maji svuj zdroj v oborech jako jsou:
teorie kvazikrystalu, nestandardni numeracni systémy, generdatory nahodnych ¢éisel, symbolické
ynamické systémy, aperiodické wavelety ap. Ptiblizme si prvni dva z nich.

1.1 Kvazikrystaly

Krystaly byly obdivovany lidmi uz odedavna. Jejich presny geometricky tvar je odlisoval od
ostatnich zvlasté amorfnich pevnych latek. Dusledné studium krystalovych struktur zacalo v
letech 1830 - 1850 a bylo zavrseno kolem roku 1890 slavnym seznamem Fedorova a Schoenfliese,
ktery obsahoval 32 tiid krystalu. Jejich klasifikace byla zalozena Cisté na geometrii a algebte.
Nejjednodussi forma usporadéani, forma, kterou priroda pouziva v krystalech, je jednoduché
opakovani jediného motivu. Matematicky se jedna o teorii miizek, fyzikalné o krystalografii.
Opakovani jednoho vzoru je spojeno s periodicitou krystalu. Dalsi vyrazna vlastnost, kterou
vykazuji krystaly, je jejich rota¢ni symetrie. Dulezitym dusledkem teorie miizek ovsem je, ze
rotacni symetrie fadu vyssiho nez 6 a rovnéz fadu 5 se nemohou v rovinnych ani prostorovych
(tfidimenziondlnich) periodickych strukturdch vyskytovat [37].

Nesmirne prekvapeni proto vyvolal v roce 1982 objev Shechtmana a spol.[38], Ze rychle zchla-
zena slitina hlintku a manganu mé ikosahedralni symetrii. Péticetnou rotacni symetrii vykazoval
i difrakéni obraz této slitiny. Latky, které maji krystalograficky zakazané rotaéni symetrie,
se pak podarilo vytvorit i v dalSich laboratorich a jinymi technologiemi. Zacalo se jim fikat
kvazikrystaly.

Shechtmantv objev ukazuje, ze periodicita neni synonymem pro usporadani krystalickych
latek, pro tzv. usporadani na dalku. Co ovSem "uspotadani na dalku” znamend, se tézko
definuje. Musi to byt usporadani, které produkuje difrakéni obraz s ostrymi jasnymi body.
Takovou pracovni definici ptijala i krystalografickd unie na svém zasedani v roce 1992.

Jediny jasny pozadavek, na kterém se shodnou vsichni, je, ze mnozina modelujici idedlni
kvazikrystal, tj. pozice atomu v latce, by méla byt delonovskd mnozina. Mnoziné A C R? se iika
delonovska, jestlize je uniformné diskrétni (vzdalenosti mezi body z A jsou vetsi nez jistd pevna
mez) a relativné hustéd (existuje vzdalenost r, ze do vzdalenosti r od kazdého bodu prostoru se
nachazi alespon jeden bod z A).

Delonovskou mnozinu (nebo spiSe jeji kus) ovsem predstavuji i atomy amorfni latky. Proto
se od delonovské mnoziny modelujici kvazikrystaly pozaduji dalsi vlastnosti. Podle charakteru
téchto pozadavki existuje nékolik koncepei kvazikrystalu [29], [30]:

Prvni z nich, Pattersonova mnozina, je zalozena na matematické analogii difrakce rozpracované
Hofem. Druha koncepce Bohrovych resp. Besicovitchovych skoroperiodickych mnozin je zalozena
na fourierovské analyze. TTteti koncepce, Meyerova mnozina, klade geometrické omezeni na
meziatomové vzdalenosti. Kvuli jednoduchosti definice a zaroven bohatosti, kterou tato definice



dovoluje, je tato koncepce nejoblibenéjsi. O delonovské mnoziné A fekneme, ze je meyerovska,
kdyz mnozina vSech vzdalenosti jejich bodu, tj. A — A, je také delonovska.

Lze snadno ukézat, Ze kazda mifzka v R?, (tj. mnozina celociselnych linedrnich kombinact
d béazovych vektoru) je meyerovskd. Rovnéz idedlni krystal (matematicky sjednoceni koneéné
mnoha posunutych kopii stejné miizky) je meyerovsky. Tedy definice meyerovské mnoziny
zobecniuje definici krystalu.

Vyjmenované tii koncepce kvazikrystaltt maji velkou spole¢nou tiidu mnozin, ktera vyhovuje
vSem témto koncepcim. Jsou to takzvané ” cut-and-project” mnoziny. (Spojeni”cut-and-project”
budeme v dalsim textu zkracovat na C'&P). Tyto mnoziny vznikaji projekei miizkovych bodu
na vhodné zvoleny podprostor V', kterému tikdme fyzikalni, pficemz se nepromitaji vSechny
miizkové body, ale pouze ty, které ukrojime jistym fezem rovnobéznym s podprostorem V.

Nasledujici obrazek zachycuje konstrukei C'& P mnoziny s jednorozmérnym fyzikalnim pod-

prostorem V.
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Za velice mirnych predpokladu na orientaci fyzikdlnitho podprostoru V', smér projekce a
volbu tvaru fezu ma C'&P mnozina A vlastnosti, které od rozumného modelu pro kvazikrys-
taly otekavame [33]:

e A je meyerovskd mnozina, ktera neni periodicka;

e A ma konec¢nou lokalni slozitost, tj. pro kazdy pevny polomeér obsahuji koule s timto
polomérem pouze konecny pocet ruznych konfiguraci bodu z A;



e A je repetitivni, tj. kazda kone¢na konfigurace bodt z A se vyskytuje v A nekoneéné mnoho
krat a navic mista vyskytu této konfigurace tvoti samy o sobé delonovskou mnozinu.

Specialné v pripadé jednorozmeérného fyzikalniho podprostoru V' to znamena, ze A ma pouze
konecny pocet vzdalenosti mezi sousednimi body. Priradime-li témto vzdalenostem pismena,
dostaneme dvoustranné nekonecéné slovo v koneéné abecedé. Ukazuje se, ze nékteré fyzikalni
vlastnosti aperiodické struktury zavisi pouze na vlastnostech prifazeného slova a ne na hodnotach
konkrétnich vzdalenosti sousednich bodu. Napt. C&P mnozina na predchozim obrazku ma
pouze tii ruzné vzdalenosti mezi sousednimi body, proto vysta¢ime s abecedou {a,b,c} a kus
prirazeného slova ma tvar:

Na jednorozmérnych C'& P mnozindch nelze mluvit o rotac¢nich symetriich, které k objevu
kvazikrystalu vedly, ale kazda C'& P mnozina modelujici realny kvazikrystal je sjednocenim jed-
norozmérnych C'&P mnozin, a proto se studiu jednorozmérnych C'& P mnozin vénuje velka
pozornost.

Jednim ze dvou piikladi, na kterém budeme ilustrovat vysledky kombinatoriky na slovech,
budou nekonecna slova pritazena C'& P mnozinam, které vzniknou projekci celociselné miizky
72, jak je zndzornéno na obrazku. Tato slova zdviseji na volbé smérnic € a 1 obou pifmek a
na Sifce a umisténi pasu, ze kterého projektujeme. Jednoduchymi tpravami lze ukézat, ze tato
C& P mnozina ma tvar

Ap(Q):={a+bn : a,b€Z, a+be €N}, (1)

kde € je interval, ktery zachycuje projekéni pés. Slovo pritazené posloupnosti mezer mezi
sousednimi prvky mnoziny A.,(£2) budeme znacit u. , ().

Kdybychom chtéli ziskat C'& P mnozinu s péticetnou symterii, musime vhodné zvolit mtizku,
podprostor, na ktery projektujeme mfizkové body, i smér projekce. Pékny piiklad C'& P schématu,
ktery dava bohatou tiidu C&P mnozin s péticetnou symterii, lze nalézt v [34] a [9]. Zakladem
této konstrukce je mifzka v eukleidovském prostoru R*. Je zndmo, Ze 4 je minimalni dimenze
prostoru, ve kterém existuje miizka s péticetnou rotacni symetrii. Polohu ¢tyi vektoru, které
napinaji miizku, charakterizuje nasledujici coxeterovsky graf.

ap Gz Q3 Q4

Oo—OC—_C——0

Kdyz vrcholy grafu predstavujici vektory «; a a; jsou spojeny hranou, pak ¢tyfdimenziondlni
vektory ; a «a; sviraji thel %, v opacném pripadé jsou vektory na sebe kolmé.

Fyzikalni prostor Vi, na ktery se promitd, i prostor V5, ktery urcuje smér projekce, jsou
dvourozmérné a zvolené tak, ze pokud mnozina 2, kterda urcuje tvar projekéniho cylindru, ma
sama o sobé péticetnou symetrii, pak i vysledna C'& P mnozina mé péticetnou symetrii. Na
obrazku je C& P mnozina pro kruhové (2.

Ay



1.2 Nestandardni numeracni systémy

Prvni pocitac - lidské ruce - rozhodl o tom, Ze Ciselna soustava, ve které bézné pocitame, je
decimalni. Dnesni skuteéné pocitace pracuji v bindrni resp. hexadecimélni soustavé. Uz v roce
1957 A. Rényi ukézal [36], ze libovolné realné ¢islo > 1 muze slouzit jako zaklad ciselné
soustavy.

Mame-li kladné realné ¢islo x, pak jeho zapis v G-soustavé hledame stejnym zpusobem, jako
z4pis v napi. v hexadecimalni soustavé: najdeme maximalni celo¢iselnou mocninu 3%, kterd se
nachazi v x a zjistime, kolikrat se tam nachézi. To bude prvni cifra x ¢isla = v [-soustave.
Formalné!

BF <z < Ml oz = L%J .z = x;0" + zbytek

Takto implicitné definovany zbytek je bud 0 nebo kladné éislo mensi nez $*. S nenulovym
zbytkem pak nakladdme jako s novym x. Tento postup zarucuje, ze kazdé cislo x > 0 lze
vyjadrit ve tvaru tzv. [-rozvoje:

x=apf + 21 B B+

Podobné jako v pripadé desitkové soustavy zapisujeme r = ZpTp_1...2T1T0 ® T_1X_o..., kde
ovsem pro symbol e by se misto slovniho spojeni desetinna tecka mélo uzivat -tecka. (-rozvoj
zédporného ¢isla = se pak definuje jako S-rozvoj absolutni hodnoty |z|, pfed ktery dame znaménko
minus.

Cisla, kterd v 3-soustavé maji za [-teckou uz jenom nulové cifry, se nazyvaji 3-celd:

Zg={r €R : |2| =221 ... T1700}

Je-li B ptirozené ¢islo, je mnozina (-celych ¢isel rovna mnoziné obycejnych celych ¢isel Z, jak
ji zndme. Zajimavéjsi je situace, kdy S nenf celé ¢islo. V tomto piipadé, mnoZina Zg neni ani
uzaviend vzhledem k operaci s¢itani a nasobeni [24].

1Oznagen{ |z| a [2] budeme pouzivat pro dolni resp. hornf celou ¢4st &fsla .



Proc ale vubec pracovat s tak podivnou ¢iselnou soustavou?

Nekteré aperiodické mnoziny maji koordinaty bodu iraciondlni. Zapsat tyto koordinaty po-
moci koneéného decimalniho rozvoje lze pouze s jistou presnosti. A pravé nutné zaokrouhlovani
zpusobi, ze mnozina, kterou zapiseme, bude fakticky periodicka.

Protoze uhlopiicka pravidelného pétitihelniku se stranou 1 mé iracionéalni délku 7 = 1+Tﬁ, tzv.
zlaty tez, jisté neprekvapi, ze body kvazikrystalu s péticetnou rotac¢ni symetrii maji iracionalni
koordinaty. Lze ukézat, zZe tyto koordinaty jsou 7-celd ¢isla, tedy cisla s koneénym, piesto
presnym, zapisem v 7-soustave.

Rovnéz je neptipustné zaokrouhlovani koordinat u aperiodickych mmnozin, které maji byt
pouzity ke konstrukei aperiodickych generatoru nahodnych ¢éisel [27]. I zde ¢asto pomuze vhodna
volba zakladu (.

Pracovat v [B-soustavé ovSem znamenda vytvorit algoritmy pro zdkladni aritmetické operace
na mnoziné Zg. Jednim z prvnich tdkolu je urcit, kolik "desetinnych” mist muze pii scitani
dvou f-celych ¢isel maximalné vzniknout. Oznacme tento pocet Lg(@). Tato iloha neni obecné
jednoducha.

V piipadé, Ze Zg ma jenom koneény pocet ruznych vzdalenosti mezi sousednimi prvky, lze tyto
vzdalenosti kodovat nekonecnym slovem v konecné abecedé. Kombinatorické vlastnosti tohoto
slova pak umoziuji najit hodnoty Lg().

Druhym ptikladem nekonecénych slov, kterému se budeme vénovat, budou proto slova spojena
s f-celymi cisly.

Je znamo, Ze Zg lze kédovat nekoneénym slovem v koneéné abecedé pravé tehdy, kdyz 3 je
tzv. Parryho ¢islo [40]. Abychom jej mohli definovat, pfitadime ¢islu 5 nekoneénou posloupnost,
tzv. Rényiuv rozvoj jednicky dg(1) := t1tats. .., kde

+oo

ti . ., t

ty:= 18] a ZE je [-rozvoj cisla 1—51.
=2

Cislo 8 se nazyvéa Parryho &islo, kdyz posloupnost ds(1) := titats . .. je od jistého mista period-
icka. Slovo pritazené posloupnosti mezer mezi (3-celymi ¢isly pro Parryho ¢islo 4 budeme znacit
ug.

2 Zakladni pojmy

Nejdrive zavedeme nékteré pojmy, se kterymi kombinatorika na slovech pracuje.

Abecedou budeme rozumét koneé¢nou mnozinu A pismen; zietézeni koneéné mnoha pismen
w = wiws...w, pak nazveme koneénym slovem, kde pocet zietézenych pismen se oznacuje
|lw| = n a nazyva délka slova w. Zrcadlovym obrazem slova w = wjws...w, je slovo ¢tené
pozpatku, tedy slovo w = wyw,_1 ...w;. Budeme rovnéz uvazovat jednostranné nekonecna slova

U = UgUiU2Ugz * - *
a oboustranné nekonec¢né slova

U=+ U_2U_1UUIUY " * - .

10



Slovo w = wywsy - --w, je faktor nekonecného slova u, kdyz w = w;u;y1---u;j1n_1 pro néjaky
index 7. Mnozinu vSech faktoru délky n je zvykem znacit £,. Mnozina vsech faktoru slova wu,
tedy mnozina

L= UnEN[’n )

je jazyk slova u. Nejjednodusim piikladem nekoneéného slova je periodické slovo, které vznikne
nekonec¢nym opakovanim konecného slova.

Pocet ruznych faktoru délky n, které se v u vyskytuji, vystihuje variabilitu lokalnich konfigu-
raci, tj. komplexitu u. Formalné komplexita slova u je zobrazeni C : N — N takové, ze

C(n) = #L,, .
(Symbol #M je pouzivany pro pocet prvku mnoziny M.) Ziejmé plati
C(n) < (#A)".

Pro periodické slovo je komplexita C(n) funkce omezend délkou periody.

Faktoru slova u, ktery se Cte zepfedu a zezadu stejné, tj. faktoru, pro néjz je w = w, se
iika palindrom slova u. Pocet palindromu vystihuje palindromickd komplexita, tedy zobrazeni
P N — N takové, ze

Pn)=#{we L, : w=w}.

Nekonecné slovo u, jehoz kazdy faktor w se vyskytuje nekonecné krat v u, se nazyva rekurentni
slovo. Je-li navic pro kazdy faktor w vzdéalenost mezi sousednimi vyskyty tohoto faktoru omezena,
mluvime o uniformné rekurentnim slové. Poznamenejme, zZe repetitivita C& P mnoziny A, kterou
jsme zminili v ivodé, implikuje, ze slovo, které k A prifadime, je uniformné rekurentni. Rovnéz
1ze ukazat, ze nekonecné slovo ug kédujici Zg je uniformné rekurentni pro kazdé Parryho ¢islo 3.

3 Komplexita nekonec¢ného slova

Dulezitym néastrojem pro studium vlastnosti nekonecného slova u jsou tzv. Rauzyho grafy. Ke
kazdému n € N pritadime orientovany graf I',, s mnozinou vrcholi £,, a mnozinou hran £, .
Pticemz hrana e € £, 11 zacina ve vrcholu z € £,, a kon¢i ve vrcholu y € £,,, kdyz z je predpona
a y pripona slova e, tj.

€ = WoWy ** - Wp-1Wn

°
T = WoWq - - - Wp—1 Y=wp- - Wp-1Wp

vvvvvv

Rauzyho grafu I',, podél orientovanych hran.

Priklad: Nejznaméjsi jednorozmérny model pro kvazikrystal se nazyva Fibonacciho fetézec.
Jeho obliba spociva v tom, ze jej 1ze najit i ve vicerozmérné C'& P mnoziné s péticetnou symetrii.
Fibonacciho fetézec je definovén jako posloupnost mezer v mnoziné A, ,(£2) pro volbu parametru

145 , 1-+5

Ei=T

Q= (1" -7
9 2 (=", =7]

77::7':
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Poznamenejme, Ze 7 a 7 jsou kofeny rovnice 2 = x + 1. MnoZina mé tedy tvar

A () :={a+br : a+br' €Q}

Snadnymi matematickymi manipulacemi se zjisti, ze v této mnoziné se vyskytuji pouze dveé

mezery a to A; = 72 (na obrézku ji zna¢ime A) a Ay = 7 (na obrdzku ji znacime B) a
—@ *—@ *—@ @ *—@ *—©@ @ *—@ o
A Bt A B A A B A B A A B A
0

ze jazyk Fibonacciho fetézce ma tyto mnoziny faktoru délky 3, 4 a 5:

Ly = {BAB,BAA,ABA, AABY},
L, = {BABA BAAB,ABAB,ABAA, AABA},
Ls = {BABAA,BAABA, ABABA,ABAAB,AABAB, AABAA}

Rauzyho grafy I's a I'y jsou ilustrovany na nasledujicim obrazku.

AAB @ «—— @ BAA ABAB® — @ BABA
['3: \\AB/ [y ‘ J
<.> AABA® —— @ ABAA
[}
BAB BAAB

Pro libovolné nekonecné slovo je ziejmé, ze v kazdém vrcholu grafu I'), startuje alespon jedna
hrana. Tedy pocet hran je vétsi nebo roven poctu vrcholu, symbolicky

Cn+1)=#L,y1 > #L, =C(n),

coz znamend, ze komplexita je neklesajici funkce. Na druhé strané, kdyz pro néjaké n se stane,
ze C(n + 1) = C(n), pak nekoneéné prochazka v grafu I',, je zacyklend a nekonecné slovo u je
periodické. Protoze aperiodické slovo mé alesponi dvouprvkovou abecedu, tj. C(1) > 2, je v
kazdém aperiodickém slové C(n) > n + 1. Piipomenme, Ze pro periodickd slova je funkce C(n)
omezena. Je tedy vidét, ze zdaleka ne kazda neklesajici funkce C odpovida komplexité néjakého
nekonecného slova. Charakteristika takovych funkei je otevienym problémem kombinatoriky na
slovech [20].

Aperiodické rekurentni slovo s minimélni komplexitou C(n) = n + 1 pro kazdé n se nazyva
sturmovské [35].

Sturmovska slova zavedli Hedlund a Morse v roce 1938. Tato slova se objevuji od té doby
v ruznych kontextech, a proto existuje nékolik ekvivalentnich charakteristik sturmovskych slov
[11]. Protoze specidlné C(1) = 2, jsou to slova v bindrni abecedé a bez Gjmy na obecnosti muzeme
predpoklddat, ze abeceda je A = {0, 1}.
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Jednu z péknych algebraickych charakteristik sturmovskych slov dava nasledujici véta [31].

Véta:  Ke kaZdému sturmovskému slovu uw = ... ugujuguius ... v abecedé A = {0,1} ezistuji
redlnd c¢isla o, B € [0,1) takovd, Ze « je iraciondlni a

up, = |[(n+ Da+ B3] — [na+ 3] pro kazdé n €Z

nebo

u, = [(n+ Da+ G — [na+ ] pro kazdé n € Z.

Nekonecna rekurentni aperiodicka slova s trochu vétsi komplexitou, konkrétné s komplexitou
Cin) <n+ K prokazdé neN,

kde K je libovolna konstanta, se nazyvaji kvazisturmovskd. Tento nazev zavedl Cassaigne [13],
ktery ukazal, ze tato slova maji v sobé zabudovanou sturmovskou strukturu. Presnéji ukazal, ze
ke kazdému takovému slovu u v abecedé A existuje sturmovské slovo v = ... v_ov_jvv10 ... V
abecedé {0, 1} a dvé konecnd slova Wy a Wi v abecedé A tak, ze

w= .. Wy Wy Wy Wy W, ...,

tj. nekonecné slovo u lze ziskat zietézenim dvou slov Wy a W podle poradi nul a jednicek ve
sturmovském slové v.

3.1 Komplexita slov prirazenych C'&P mnozinam

Abychom mohli prifadit nekonecné slovo C'& P mnoziné A, (€2) definované vztahem (1), musime
nejdiive védeét, s jak velkou abecedou budeme pracovat. Na to dava odpovéd nasledujici véta
[26], ktera je zobecnénim slavného 3-distancéniho teorému [39].

Véta:  Necht € an jsou riznd iraciondlni ¢isla a ) omezeny interval. Pak existuji dvé kladnd
cisla Ay a Ag takovd, Ze vzddlenost mezi libovolnymi dvéma sousednimi body mnoZiny

Any():={a+bn : a,b€eZ, a+be€Q}

md hodnotu Ay, Ay nebo Ay + As.

Pro kédovani C& P posloupnosti tedy vystacime s tfiprvkovou abecedou. Poznamenejme, ze
ne vzdycky se v A, () vyskytnou vechny tfi typy vzdalenosti. Jelikoz je A.,(£2) aperiodicka
mnozina, museji se v ni vyskytnout alespon dva typy vzdalenosti.

K trojici parametrt €, ) a 2 je pfifazena mnozina A, ,(€2). Nejdiive odpovime na pfirozenou
otazku, zda mnoziny prirazené k ruznym trojicim paramteru jsou ruzné. Za stejné pritom budeme
povazovat mnoziny M a sM , kde s je nenulovy skalar, protoze nasobenim skaldarem s jenom
ménime méritko.
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Kazdou linedrni transformaci mifzky Z? do sebe lze reprezentovat ndsobenim matici A € Z>*2.
Je zndmé, ze grupa G, kterd predstavuje linedrni zobrazeni Z? na sebe, je

G={AecZ” : det A= =1}
a ze tato grupa ma tii generatory
11 10 01
a .
01)’ 0 —1)° 10

Jinymi slovy, kazdou matici grupy G lze vytvorit koneénymi souciny téchto ti{ matic. Pouzitim
generatoru jsme odvodili vztahy:

As,n(Q) = A1+a, 1+n(Q);

Aa,n(Q) - A,57,,7(—Q),

Acy(Q) = nA11(20).
e’n

Protoze mifzka Z? je invariantni i na translaci o celo¢iselny vektor (a,b), dostaneme dalsf
vztah

a+bn+ A, (Q) =A ) (24 a+ be) .

Pouzitim téchto vztahu je mozné zizit obor parametru, které musime brat do dvahy, kdyz
nechceme ztratit zddnou C'&P mnozinu [26].

Véta:  Pro kazdé dvé ruznd iraciondlni ¢isla € a n a omezeny interval €2 existuji ¢isla €, 1 a
interval Q) tak, Ze

Ao, () = sA:7(Q2)  pro néjaky skaldr s,

a pritom trojice paramteru €, 1 a Q vyhovuje podmince

(P) e (~1,0), 7>0, max(l+& —&) < délka intervalu Q < 1.

Pro nase dalsi uvahy se tedy muzeme omezit na parametry spliujici nerovnosti podminky (P).
Jesteé vice lze zuzit obor parametru, kdyz nas zajima pouze slovo u., () pfifazené k mnoziné
A, ,(2). Plati totiz pravidla:

e Kdyz trojice €,m1,8 a €, 2, Q2 splauji (P), pak slova u. ., (Q2) a u.,,(€2) jsou stejna.

e Kdyz trojice €,7, 2 spliiuje (P), pak slovo u.,(€2) je az na permutaci pismen stejné jako
slovo u_j_.,(—).

Prvni pravidlo ndim umoznuje polozit n = —1/¢, a tedy uvazovat kolmé piimky v C'& P schematu.
Druhé pravidlo dovoluje zizit interval pro volbu € na (—1/2,0).
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S takto omezenymi trojicemi parametru se podafilo ukéazat, ze C'& P mnoziny jsou vlastné geo-
metrickou reprezentaci transformace znamé v teorii dynamickych systému pod zkratkou 3-iet (3-
interval exchange transformation) [21]. To pomohlo pii urc¢ovani komplexity C'& P posloupnosti
[26]. Na druhé strané interpretace nekoneéného slova kédujiciho 3-iet pomoci C'& P mnoziny,
prineslo nové vysledky v 3-iet.

Véta:  Necht e an jsou ruznd iraciondlni ¢isla. Pak pro komplezitu C nekonecného slova u. ,(€2)
s intervalem Q = [c,c+ ) plati

o Kdyz l ¢ 7+ cZ, pak

Cin)=2n+1, pro kazdé n € N.

o Kdyz l € 7+ €7, pak existuje jediné ng € Ny takové, Ze

2n +1 ro n<ng,
C(n):{ pro =T

n+ng+1 pro n>ng.

Vidime, ze komplexita zavisi pouze na Sitce intervalu €2, a ne na jeho poloze. V ptipadeé, ze
délka ¢ intervalu € pati{ do mnoziny Z + €Z, je slovo u.,(2) kvazisturmovské, nékdy dokonce
sturmovské. 7 Cut-and-project” mnoziny poskytuji novou charakteristiku sturmovskych slov,
jako slov kodujicich C& P mnoziny se dvéma typy vzdalenosti mezi sousednimi body.

3.2 Komplexita slov prirazenych ($-celym ¢cislim

Nez se pustime do zkoumani komplexity slov ug prifazenych k Zg pro Parryho ¢isla 3, je na
misté se zeptat, zda ug se neshoduje s néjakou C'&P mnozinou, pro kterou jsme komplexitu uz
urcili. Popsat vztah [-celych cisel ke C'&P mnozinam ulehéi samopodobnost: mnozina M je
samopodobnd, kdyz pro néjaky skalar A\ plati, ze

AM C M.

Mnozina Zg je definovand jako mnozina téch cisel, které za ”desetinnou” teckou v [-rozvoji
nemaji zlomkovou ¢ast, tedy ¢isla x s f-rozvojem xy ...xz1700. Je ziejmé, ze fxr ma [-rozvoj
roven zj . .. r17o0e, coz implikuje samopodobnost mnoziny Zgs s faktorem samopodobnosti /3.

Pro popis samopodobnosti C'& P mnozin pfipomenme pojmy: kvadratické ¢islo je iracionalni
kofen o kvadratické rovnice Az? + Bx + C = 0 s celoéiselnymi koeficienty A, B, C; je-li navic
A =1, je a kvadratické celé ¢islo. Druhy kofen této kvadratické rovnice o' je tzv. konjugovany
prvek k ¢islu . Minimélni téleso, které obsahuje kvadratickou iracionalitu « a racionélni ¢isla
budeme znacit Q[a] a plati pro néj

Qo] ={z +ya : x,y € Q}.
Nasledujici véta [7] charakterizuje samopodobné C'& P mnoziny.

Véta: Necht € a n jsou ruznd iraciondlni ¢isla a ) omezeny interval. Pak
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o Mnozina A.,(Q?) je samopodobnd prdvé tehdy, kdyz € je kvadratické cislo, n = €' je jeho
konjugovany prvek a uzdver intervalu €2 obsahuje 0.

e Faktor samopodobnosti X mnoziny A. () je kvadratické celé ¢islo patrici do télesa Qle] a
pro jeho konjugovany prvek N plati |N'| < 1.

Podle této véty jsou mezi mnozinami Zg jedinymi kandidaty na titul C& P mnozina pouze ty
Zg, pro které je B kvadratické celé ¢islo s druhym kofenem ' v absolutni hodnoté mensim nez
1. Snadno se ukaze, ze takové 3 je kofen rovnice

22 =mx+n prom >n>1 nebo 2 =mzxr—n prom—2>n2>1

a ze f méa Rényitv rozvoj jednicky dg(1) = mn nebo dg(1) = m(m—n)* (symbolem a* ozn¢ujeme
nekonecéné krat se opakujici pismeno a). To ovsem nestaci. V praci [25] je ukdzano, ze 5 musi
nutné byt kofen rovnice

*=mz+1 prom>1 nebo z*=mz—1 prom >3 (2)
Ze tato podminka je i postacujici, je dokézano v [12].

V piipadé, ze 3 je kofen jedné z rovnic v (2), je slovo ug korespondujici k Zg sturmovské a
jeho komplexita je C(n) =n + 1.

Pro jind Parryho ¢isla 3 je urceni komplexity slova ug obtiznéjsi. Plné je tato otdzka vyieSena
pouze pro Sirokou tiidu tzv. jednoduchych Parryho éisel [23]. To jsou ¢isla s koneénym Rényiho
rozvojem jednicky dg(1).

Véta:  Necht pro B > 1 je Rényiho rozvoj jednicky dg(1) = tita...t,,. Pak slovo ug kddujict
mezery mezi [3-celymi ¢isly ma m prvkovou abecedu. Je-li navic splnéna jedna z podminek t; >
max{ty, ..., ty_1} nebo ty =ty =+ =t,_1, plati:

1. Kdyzt,, =1, pak
Cln+1)—C(n)=m—1 pro kazdén € N.

2. Kdyzt,, > 1, pak

Cn+1)—C(n) e {m—1,m} pro kazdén € N.

Piimym dusledkem véty je odhad na komplexitu:

(m—=1)n+1<C(n) <mn+1.

Technictéjsi varianta této véty presné urcuje, pro ktera n je prirustek komplexity m — 1 resp.
m, coz uz umoznuje vyjadiit C(n) explicitné.

V piipadé Parryho ¢isla 5 s Rényiho rozovojem jednicky dg(1) = tita ... tm(tms - - - tmip)®s j€
ZNamo, ze
(p—1)n+1<C(n) < Kn,

kde p je délka periody v dg(1) a K je nezndma konstanta.
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4 Palindromy v nekoneénych slovech

Zkoumat palindromy v pfirozeném jazyce je zabavna iloha a kromé palindromickych slov jako
Anna, krk, monom ap. v ¢estiné lze najit celé palindromické véty: Jelenovi pivo nelej. nebo Kuna
nese nanuk. Pro studium zdkonitosti prirozeném jazyka vSak palindromy vyznam nemaji. Jaky
ma vyznam zkoumat palindromy v jazyku nekonec¢nych slov? Uvedme jednu fyzikalni aplikaci.

K nekoneénému slovu (u,, ),ez s abecedou A lze pritadit diskrétni jednorozmérny Schrodingeruv
operdtor H na prostoru £%(Z) néasledujicim zpusobem:

(Ho)(n) = ¢p(n+ 1)+ ¢(n — 1) + V(un)o(n),

kde prosté zobrazeni V : A — R predstavuje potencidl. Je znamé, ze u tohoto typu operdtoru
se muze vyskytnout spektrum libovolného typu [15]. Spektralni vlastnosti urcuji vodivost dané
struktury. Zhruba teceno, kdyz spektrum je absolutné spojité, tak se struktura chova jako
vodi¢, zatimco v piipadé cisté bodového spektra se chova jako izolator. Urcit spektrum pro
obecné nekoneéné slovo (uy)nez neni jednoduché. Podafilo se to v ¢lanku [28] u slov, které
splnuji kritérium palindromicity, tj. maji palindromy libovolné délky, matematicky

lim sup P(n) > 0.
n—oo
Popsat presné funkci P(n) se zatim podafilo pouze u nékterych nekonec¢nych slov. Je to zpusobeno
tim, Ze teprve neddavno se ukazalo, jak je dulezité palindromy ve slovech studovat.

4.1 Palindromy ve slovech prifazenych C'& P mnozinam

Odhady na pocet palindromu délky n v nekonecném slové lze ziskat pomoci komplexity slova.
V élanku [3] je odvozen vztah mezi komplexitou C(n) nekoneéného slova a palindromickou kom-
plexitou P(n). Je dokdzano, ze pro nekonecné slovo, které neni periodické plati

P(n)§2—66<n+LgJ). (3)

Slova, kterym se vénujeme, slova pfirazena C& P mnozindm a [-celym ¢islum jsou uniformné
rekurentni. Pro tato slova lze horni odhad na palindromickou komplexitu casto jesté vylepsit.
Zakladem tohoto vylepseni je pozorovani [8], Ze pro uniformné rekurentni slova je bud P(n) =0
od jistého n pocinaje nebo jazyk L slova u je uzavien vzhledem k zrcadlovému obrazu. Uzavienost
L k zrcadlovému obrazu implikuje, ze kazdy Rauzyho graf I'), je izomorfni grafu, ktery vznikne
z '), operaci zdmény orientace hran. Palindromy jsou pak hrany a vrcholy, které jsou pevnymi
body této operace. Pomoci teorie grafu lze pak ukazat, ze

Pn)+P(n+1) < 3AC(n) = 3(C(n+ 1) —C(n)) . (4)

Tento odhad je lepsi nez odhad v (3) v pripadé, ze komplexita C(n) je subpolynomidlni. Jak
jsme zminili, slova u. ,(€2) i ug maji dokonce sublinedrni komplexitu.
V élanku [18] je odvozena dalsi ekvivalentni charakteristika sturmovskych slov.
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Véta:  Nekonecné slovo je sturmouvské prdave tehdy, kdyz

P(n) :{ 1 pro n sudé,

2 pro n liché.

Protoze C'& P mnoziny se dvéma distancemi mezi sousedy jsou kédovany sturmovskymi slovy,
je jejich palindromickd komplexita popsana piredchozi vétou. Pro generické C'&P mnoziny se
tfemi distancemi je palindromickd komplexita popsand v [16] a [8]. Pro tato slova je P(n) = 3
pro n liché a P(n) = 1 pro n sudé. Poznamenejme, ze na rozdil od sturmovskych slov takovou
palindromickou komplexitu maji i jind slova, nez ternarni C'& P slova.

Pro bindrni C&P slova, tj. sturmovska slova, je tedy P(n) + P(n+ 1) = 3 = 3AC(n) a v
odhadu (4) nastava rovnost. Terndrni C& P slova mohou mit komplexitu az 2n + 1. Pro né pak
plati P(n) + P(n+ 1) = 4 < 3AC(n) = 6. Zda se tedy, ze i odhad (4) lze jesté vylepsit. Nase
hypotéza je, ze pro uniformné rekurentni slova se sublinearni komplexitou dokonce plati

P(n)+P(n+1) <AC(n) +2 (5)

4.2 Palindromy ve slovech prirazenych (-celym c¢islim

Pripomenme, ze nutnou podminkou pro existenci nekoneé¢né mnoha palindromu v uniformné
rekurentnim slové je uzavienost jazyka slova na zrcadlovy obraz. Tato otdzka je pro Parryho
¢isla vytesena v [23] a [10].

Véta:  Oznacme ug nekonecné slovo kodujici posloupnost mezer v mnoziné (3-celych cisel pro
Parryho cislo 3.

o Necht dg(1) = tity.. . t,. Pak jazyk ug je uzavien vzhledem k zrcadlovému obrazu prdvé
t@hdy, kdyé tl = tQ =...= tm—l-

o Necht dg(l) = tita.. . tm(tms1 - - - tmsp)”. Pak jazyk ug je uzavien vzhledem k zrcadlovému
obrazu pravé tehdy, kdyzm =1 ap=1.

Jediné zajimavé piipady pro popis palindromické komplexity jsou tedy slova ug, kde Rényiho
rozvoj jednicky dg(1) spliiuje podminky véty.

Do této skupiny slov patii specidlné i slova ug, s rozvojem dg(1) = tits...t,,, kde t; =ty =
. =tym1 at, =1. Pro takova slova ma Rauzyho graf I, specidlni vlastnost: existuje jediny
vrchol, ze kterého vychézi m hran a jediny vrchol, do kterého vchazi m hran; ostatni vrcholy
maji vystupni i vstupni stupen jedna. Nekoneéna slova s touto grafovou vlastnosti se nazyvaji
Arnoux-Rauzyho slova fadu m a jsou velice intenzivné studovany. Pro né je palindromicka
komplexita popsand v [17]. Arnoux-Rauzyho slova jsou zobecnénim sturmovskych slov, ktera
jsou Arnoux-Rauzyho slova radu 2.

Véta:  Palindromickd komplexita Arnouz-Rauzyho slova rddu m je

Pn) :{ 1 pro n sudé,

m pro n liché.
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Popis palindromické komplexity slov ug, kterd nejsou Arnoux-Rauzyho slova, je dosti technicky
a lze jej najit v [4]. Tady uvedeme jenom dusledek tohoto popisu.

Véta:  Necht pro Rényiho rozvoj jednicky dg(1) = tita ...ty platity =ty = ... =t,—1. Pak
P(n)+P(n+1)=AC(n)+2
Poznamenejme, ze tento vysledek podporuje hypotézu (5).

V konecném slové w = wyws ... wy délky k lze spocitat, kolik ruznych palindromu slovo w
obsahuje. Jednoduché odvozeni ukazuje, ze jich nemuze byt vice nez k + 1. (Prazdné slovo
e se také poklddd za palindrom.) Napf. slovo w = 1000101 délky 7 obsahuje palindromy
€,0,1,00,000,101,010,10001. Nekonecné slovo, jehoz kazdy prefix délky k obsahuje k41 ruznych
palindromu, se nazyva slovo s nulovym palindromickym defektem. Je zndmo [17], Ze vSechna
Arnoux-Rauzyho slova jsou slova s nulovym palindromickym defektem. Ukdazali jsme [4], Ze do
tiidy slov s nulovym palindromickym defektem patii i slova ug, kdyz pro dg(1) = tits ... t,, plati
tho=tg=...=t, 1.

5 Morfizmy na slovech

Nez formalné definujeme morfizmy, vratme se jesté k prikladu Fibonacciho fetézce. O zafazeni
nebo nezarazeni bodu tvaru a + br do prislusné C'& P mnoziny rozhoduje, zda iracionalni ¢islo
a+ b7’ spliuje jisté nerovnosti. Jestlize nepracujeme s presnou aritmetikou, a to pii pouziti bézné
aritmetiky na pocitaci nepracujeme nikdy, objevi se defekty pti konstrukci Fibonacciho fetézce
a dostaneme periodické slovo. Na zptuisob, jak generovat presné Fibonacciho fetézec, nas navede
slavna uloha z Liber abaci roku 1228 o krélicich:

Kralici se mnozi podle téchto pravidel: 1) kazdy nové narozeny par kralikii po mésici dospéje;
2) dospélému péru se kazdy mésic narodi jeden novy péar. Otazka je, kolik paru kraliki mame v n-
tém meésici, kdyz na za¢atku mame jediny mlady par a predpokladame, ze kralici jsou nesmrtelni.

0. mesic O

1. mésic

- .\ Obrazek ukazuje vyvoj poctu paru kraliku:

e bilé kulicky na obrazku predstavuji mlady
par a cerné dospély par. Bila kulicka se v

3. mésic ‘ cr . . s .. .
nésledujicim mésici zméni v ¢ernou 0 — @,
cernd kulicka da vznik bilé kulicce a sama
4. mesi s » L
rmesie '\Q\ prezije do dalstho mésice @ — @ O.
5. mésic eV o @ \'
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Posloupnost bilych a ¢ernych kulicek je v kazdém dalsim mésici delsi, navic zacatek uspordadani
pro nas vsak je, ze poradi bilych a ¢ernych kulicek presné odpovida usporadani pismen A a B ve
Fibonacciho tetézci (porovnej na piikladé). To skutecné lze i dokazat. Tedy generovat Fibonac-
ciho fetézec muzeme snadno bez jakéhokoliv ovérovani nerovnosti tak, ze budeme opakované
nahrazovat pismeno A slovem AB a pismeno B pismenem A.

A— AB— ABA+— ABAAB — ABAABABA+— ABAABABAABAAB — ...

Ptirozena otazka, ktera nas hned napadne, je, zda takhle pohodlné nelze generovat i jiné jed-
norozmérné kvazikrystaly, resp. nekonecnd slova. Nasledujici pojmy umoznuji formalizovat tuto
otazku.

Zobrazeni ¢ na mnoziné kone¢nych slov v abecedé A je morfizmem, kdyz obraz slova, které
vznikne zfetézenim dvou jinych slov, je zfetézenim obrazu puvodnich slov, tj. ¢(vw) = @(v)p(w)
pro kazdé dvé konecna slova v, w. Pro uréeni morfizmu staci znat obrazy jednotlivych pismen
abecedy. Pusobeni morfizmu lze prirozené rozsitit na nekonecna slova

o(u) = p(uugus . ..) = @(ug)e(uz)p(us) . ..

Pevnym bodem morfizmu ¢ pak nazyvdame takové nekonecné slovo u, pro které je ¢(u) = u,
slovo u je tedy invariantni na pusobeni morfizmu . V této terminologii je Fibonacciho fetézec
pevnym bodem morfizmu na dvouprvkové abecedé {A, B} zadané obrazy pismen p(A) = AB a
o(B) = A.

Identické zobrazeni, které kazdému pismenu a ptitadi pismeno a, je rovnéz morfizmem, jehoz
pevnym bodem je kazdé slovo, specidlné i Fibonacciho slovo. Generovat Fibonacciho slovo timto
morfizmem se ale neda. Proto musime od ¢ pozadovat dalsi vlastnosti.

Morfizmus ¢ s abecedou A nazveme substituce, kdyz pro kazdé pismeno a € A je délka
prirazeného slova ¢(a) alespon 1 a existuje pismeno ag € A takové, Ze jeho obraz ¢(ag) mé délku
alespon dva a zacind pismenkem aq.

Morfizmus ¢, ktery je substituci, nutné ma pevny bod u a ten lze generovat opakovanou
aplikaci morfizmu na pismeno ag, formalné:

o(u) =u= lim ¢"(ap)

n—oo

Ke kazdé substituci ¢ na abecedé A = {ay, aq, ..., ax} je piifazend ¢tvercovd matice substituce
M rozméru k x k. Prvek M;; na ij-tém misté matice je roven poctu pismen a; ve slové p(a;).
Matice prifazend substituci generujici Fibonacciho slovo je M = (1}). Matice substituce je
nezdporna matice a plati pro ni tudiz Perron-Frobeniova véta [22]. O substituci ¢ fekneme, ze
je primitivni, kdyz néjakd mocnina matice M ma vSechny prvky kladné. V tomto ptipadé je
spektralni polomér matice jednoduché vlastni ¢islo a prislusny vlastni vektor, kterému se tika
Perronuv, mé vsechny slozky kladné.

I kdyz z matice substituce M nelze rekonstruovat nazpatek substituci ¢, hodné vlastnosti
pevnych bodu substituce lze vy¢ist uz z matice M. Uvedme nékteré z nich.
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e Kdyz nekonecné slovo u = uguqus . . . je invariantni vici substituci ¢, pak existuje konstanta
K tak, ze pro komplexitu slova u plati

C(n) < Kn* pro kazdé n € N.

e Kdyz nekonecné slovo u = uguqus . . . je invariantni vaéi primitivni substituci ¢, pak existuji
konstanty K a H tak, ze pro komplexitu a palindromickou komplexitu slova u plati

Cin) < Kn a P(n)<H prokazdé neN.

e Nekonecné slovo invariantni vuéi primitivni substituci je uniformné rekurentni.

e Kdyz nekonecné slovo u = uguqus . .. je invariantni vaci primitivni substituci ¢ na abecedé

A ={ay,as,...,a;}, pak kazdé jeho pismeno ma definovanou hustotu, tj. existuje limita
. pocet pismen a; ve slové uguy ... Uy,_1
p(a;) ;== lim
n—oo n
Je-li (w1, 79, ... x)) Perroniiv vlastni vektor matice M " transponované k matici substituce

M, je hustota rovna

X
$1+$2+—|—£I}k

pla;) =

Vsechny pojmy, které jsme zavedli pro morfizmy a substituce na jednostrannych slovech, lze
analogicky definovat pro oboustranné nekonecnd slova. Zminované vlastnosti jednostrannych
slov invariantnich na substituce plati i pro oboustranna slova.

Nekoneéné oboustranné slovo, které je invariantni na primitivni substituci muze byt geo-
metricky reprezentovano samopodobnou delonovskou mnozinou A pomoci kladného Perronova
vlastniho vektoru (yi, v, ..., yx) matice substituce M predpisem:

Kazdému pismenu a; z abecedy A pritadime délku ¢(a;) = y; a definujeme mnozinu A = {¢,, |
n € Z} takto

n—1 1
to=0,t, = Zﬁ(ul) for n>1, and ¢, =— Zﬁ(ul) for n < —1.
=0 i=n

Takto definovand mnozina A je delonovska a jeji faktor samopodobnosti je vlastni ¢islo A ptrislusné
k Perronovu vlastnimu vektrou (y1,v2, ..., Yx), tj.

M CA

Tato geometricka reprezentace ma navic velice dulezitou vlastnost: tseky mnoziny A odpovidajici
stejnym pismenum se po natazeni faktorem samopodobnosti A vyplinuji prvky mnoziny A stejné,
tj. kdyz u, = u,,, pak

[Aty, Atpi1] VA = [Mty, Atpy1] NA + posunuti
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Na druhé strané, ma-li tuto vlastnost néjaka samopodobna delonovska mnoziny, pak lze najit
netrivialni substituci, vuci které je slovo kédujici tuto mnozinu invariantni.

Nasledujici obrazek ilustruje geometrickou reprezentaci oboustranné nekonecného slova v binarni
abecedé, které je invariantni vuéi substituci ¢(1) = 110 a ¢(0) = 10. Touto substituci nageneru-
jeme nejdiive slovo

0|1 +— 10/110 +— 11010|11011010 > ...

Matice substituce a jeji Perronuv vektor (yi,ys) a Perronovo vlastni ¢islo A jsou

11 1++5 3+5
M = <1 2) () = (1, +2f> = (1,1.602) = V5 = 2.602

2

Pro délky pismen tedy volime £(0) =1 a ¢(1) = 1.602.

5.1 Invariantnost viaci substituci u slov prifazenych C'&P mnozinam

Otazka, kdy je slovo kédujici C& P mnozinu invariantni vuéi netrivialni, tj. neidentickou, sub-
stituci neni zdaleka jesté vytesena.

Jak jsme uz rekli, slova (u,),ez pritazené k C'& P mnozinam, které maji pouze dvé vzdalenosti
mezi sousednimi body, jsou sturmovska a lze je vyjadfit pomoci funkce dolni resp. horni celé
¢asti. Uvazujme bez Gjmy na obecnosti

U, = [ (n+ Do+ ] — |na+ B3] prokazdé n € Z. (6)

pro néjaké «, 5 € [0, 1), kde « je iraciondlni.

Nez se pustime do invariantnosti vuéi substituce u sturmovskych slov, je tfeba vyjasnit otdzku,
které morfizmy vubec zachovavaji sturmovskost slova. Zachovavat sturmovskost lze v silnéjsim
i slabsim smyslu:

e morfizmus ¢ nazveme sturmovsky, kdyz pro kazdé sturmovské slovo u je p(u) také stur-
movské slovo;
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e morfizmus ¢ nazveme lokalné sturmovsky, kdyz existuje sturmovské slovo u takové, ze ¢(u)
je také sturmovské slovo.

Ptimo z definice plyne, ze slozeni dvou sturmovskych morfizmu je opét strumovsky morfiz-
mus, a tedy sturmovské morfizmy tvoif monoid s jednotkovym prvkem identickym morfizmem.
Slozitéjsi je ukazat, ze do tohoto monoidu patii tyto tii morfizmy:

2m:{wl(o) 01 ¢2:{¢2(0)=01 . wgz{%(o):l

(1) =0 (1) =0 Ps(1) =0

a tedy i vSechny jejich mozné kompozice. Ozna¢me tuto mnozinu St, coz obvykle matematicky
zapisujeme

St = <¢1>¢2>¢3> .

Uplny popis morfizmi zachovavajicich sturmovské slova nagli Mignosi a Séébold (32].
Véta: Nechl p je morfizmus. Pak ndsledujici tri tvrzend jsou ekvivalentni
peSt <= ¢ jesturmouvsky <= ¢ je lokdlné sturmouvsky.

Piimym dusledkem této véty je, ze substituce, vzhledem ke které je invariantni néjaké sturmovské
slovo, se d4 nagenerovat z morfizmu ¢y, ¥, a 5. Navic matice téchto morfizmu ({¢) a (93)
maji determinant rovny -1 (poznamenejme, zZe matice pro ¥, a 1y jsou totozné). Je zndmé, ze
tyto matice generuji monoid nezapornych celociselnych matic s determinantem =+1.

Otézka samotné invariantnosti vzhledem k substituci u sturmovskych slov byla vyfesena

nejdiive v [14] pro tzv. homogenni sturmovska slova, tj. pro slova tvaru (6) s parametrem
8 =0.

Véta:  Homogenni sturmouvské slovo s parametrem o € (0, 1) je invariantni vzhledem k netrividln{
substituci pravé tehdy, kdyz a je kvadratickd iracionalita a jeji konjugovany prvek o/ ¢ (0,1).

Kvadratické iracionalita « € (0, 1), pro kterou jeji konjugovany prvek o’ nelezi v (0, 1), se od té
doby nazyvé sturmovské ¢islo. Je vsak zajimavé, ze v samotném ¢lanku [14] bylo sturmovské ¢islo
definované daleko komplikovanéjsim zpusobem jako ¢islo, kterého rozvoj do fetézového zlomku
mé tvar o = [0, 1, ag, (a1, . .., ar)*] s ax > ag nebo tvar o = [0, 1 +ay, (a1, ..., ar)*] s ap > ag > 1.
Ze se d4 definice sturmovského ¢isla prepsat elegantnim zptisobem, je ukdzano nezavisle na sobé
ruznymi zpusoby v [2] a [6].

Invariantnost vzhledem k substituci pro obecna sturmovska slova je vyfesena v [41] a [5].

Véta:  Necht « je iraciondlni ¢islo a € (0,1) a f € [0,1). Sturmouvské slovo s parametry o a 3
je invariantni vzhledem k netrividlni substituci pravé tehdy, kdyz jsou splnény tri podminky:

(i) « je kvadratickd iracionalita s konjugovanym prvkem o ¢ (0, 1),
(ii) 8 € Qla],

(iii) o < <1—=a' nebo1—a' < B <, kde 3’ je obraz ¢isla 5 pri Galoisovském automorfizmu
v télese Q[al.
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Na rozdil od bindrnich C&P slov, které se shoduji se sturmovskymi slovy, je otazka invari-
antnosti vzhledem k substituci pro ternarni C& P slova prostudovana zatim jenom c¢astecné.
Pro¢ nelze zobecnit metody pouzity pro bindrni C&P slova na ternarni? U binarnich slov se
podarilo dokézat, ze kdyz C& P slovo je invariantni vzhledem k substituci, tak ptislusnd C'& P
mnozina a geometrickd reprezentace slova vznikla ze substituce jsou az na multiplikaéni faktor
totozné. Tato vlastnost je klicovd pro nalezeni substituce. Pro ternarni slova se nam stejné
tvrzeni podarilo dokazat jenom za predpokladu nenulovosti determinantu substituéni matice. U
binarnich slov vime, z véty o morfizmech, ze determinant matice substituce sturmovského slova
je vzdy nenulovy, dokonce £1. Pro ternéarni slova lze odvodit, ze determinant je 0 nebo +1.

Kdyz se omezime na substitu¢ni matice ternarnich slov s nenulovym determinantem, tak
umime ukézat, ze tyto matice patii do podivného monoidu matic

T:={MeczZ*® : M>0, detM ==+1 a (1,—1,1) je levy vlastn{ vektor matice M }

Bylo by zajimavé urcit, zda tento monoid mé kone¢ny pocet generatoru.

Aby situace nebyla jednoducha, podarilo se nam najit ternarni slova, ktera jsou invariantni
vzhledem k substituci, a pritom matice substituce ma determinant 0. VSechny tyto piiklady jsou
vSak v jistém smyslu patologické: slova nemaji maximalni moznou komplexitu.

Puvodni motivaci pro hledani substituce, vzhledem ke které je C& P slovo invariantni, byla
moznost rychlého symbolického generovani C&P mnozin A.,(£2). Pro tento tcel se dd vyuzit
i slabsi vlastnost nez invariance na substituci, totiz substitutivita. Definice, kterou uvedeme,
pochézi od Duranda [19].

Rekneme, 7e nekonecné slovo u v abecedé A je substitutivni, kdyz existuje nekoneéné slovo v
v abecedé B a zobrazeni 1 z abecedy B do abecedy A tak, ze v je invariantni vzhledem k néjaké
netrivialni substituci ¢ na B a

"'¢(U—2)¢(U—2)W(UOW(UlW(Uz) = "'U—Qu—l\uoulw s

Kdyz navic substituce ¢ je primitivni, tak slovo u nazyvame primitivné substitutivni.

Kdyz slovo u je substitutivni, muzeme substituci ¢ nagenerovat rychle slovo v v obvykle
veétsi abecedé B a pak zaménou pismen abecedy B za pismena abecedy A podle zobrazeni v
dostaneme puvodni slovo u. Popis ternarnich C& P slov, které jsou substitutivni 1ze odvodit z
¢lanku Adamczewského [1].

Véta: Necht Q = [c,d) je omezeny interval. Nekonecéné slovo u.,(2) je primitioné substitu-
tivni prave tehdy, kdyz € je kvadratickd iracionalita a hranicni body ¢ a d intervalu ) patri do
kvadratického télesa Q[e].

5.2 Invariantnost viaci substituci u slov prifazenych g-celym ¢éislim

Piipomenme, Ze [(3-celd ¢isla Zg, které lze kédovat konecnou abecedou, jsou pouze ta, kde [ je
Parryho ¢islo, tj. Rényiho rozvoj jednicky dg(1) je od jistého mista periodicky. Rozvoj ds(1)
muze tedy byt dvojiho druhu
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i) od jistého mista jsou vSechny koeficienty ¢; nulové, tj. dg(1) = tita...tm, kde ¢, # 0.
V tomto pripadé je abeceda nekonecného slova m prvkova A = {0,1,...,m — 1}.
ii) rozvoj ma nenulovou periodu, tj. dg(1) lze zapsat ve tvaru ity -« -ty (tms1 -« - tmgp)?. Délka

predperiody m ani periody p neni dana jednoznacné. Zvolme m a p jako nejmensi ¢isla,
ktera tento zdpis dovoluji. Pak zfejmeé ¢, # t,,4p.

V tomto piipadeé je abeceda nekonecéného slova m+p prvkova A = {0,1,...,m—1,m,...,p}.

Pro slova ug je velice jednoduché dokazat, Ze jsou invariantni na substituci, a to konkrétné:
i) kdyz dg(1) = tits. .. t,, pak ug je invariantni na substituci ¢z = ¢ danou predpisem:

e(0) = 01
p(1) = 022
: (7)
e(m—2) = 0=-1(m—1)

p(m—1) = 0
i) kdyz dg(1l) = tite - tin(tmsr - - tmsp)®s Pak ug je invariantni na substituci pg = ¢ danou
predpisem:

01
(1) = 022

S

—~
o

N—
I

em+p—2) = Omtr1(m+p—1)
pm+p—1) = 0"rm

V obou piipadech ma substituce jediny pevny bod a to samotné slovo ug

ug = lim ¢7(0).
n—oo
Lze ukézat, Ze matice téchto substituci jsou primitivni, a proto slova ug maji vSechny pékné
vlastnosti, které primitivnost substituce zarucuje.

5.3 Zaveéry a vyhledy

Kombinatorika na nekonecnych slovech je velice mlady obor a vétsina vysledku nenf starsi nez 20
let. Zatim je ve fazi, kdy se prekotné hromadi definice novych pojmu a tvrzeni o nich, zkouma se
jejich provazanost a hlavné se hledaji dalsi aplikace, a tim i dalsi zdroje "rozumnych” problému.
Proto neptekvapi, Ze zatim ani neexistuji ucelené ucebni texty, které by se sice nesnazily o
uplny vycet znamych vysledki se vsemi detaily, ale které by dokazaly z ruznorodych oblasti
kombinatoriky na slovech seskupit to, co je spojeno spolecnou dokazovaci technikou, a soucasné
extrahovat vysledky, které do budoucna maji Sanci na dalsi zobecnovani. Pritom kombinatorika
na slovech se jevi byti rajem pro aplikace vét i z navzajem odlehlych oblasti matematiky.

Pro studenty, kteii absolvovali prednasky z teorie matic, teorie ¢isel, teorie grafii a obecné alge-
bry, muze kombinatorika na slovech poslouzit jako dalsi oblast prokazujici uziteénost a zivotnost
vSech téchto teorii.
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V piednésce jsme se zminili jenom o nékterych zakladnich pojmech kombinatoriky na slovech
a ani u nich jsme si nepolozili vSechny otazky, které se hned nabizeji. Duvod byl casto stejny:
uspokojivé odpovédi zatim schazeji. Pro ilustraci uvedme nékolik z nich:

e Pro které primitivni substituce je jejich geometricka reprezentace meyerovska mnozina?
e Pro kterd cisla # je mnozina (-celych ¢isel meyerovska nebo alespon delonovska?

e Jak charakterizovat morfizmy, které kazdé ternarni C& P slovu zobrazi na néjaké ternarni
C&P slovo? Jak charakterizovat matice téchto morfizmu? Kolik ruznych morfizmt ma
stejnou matici?

e Existuje explicitni popis n-tého bodu C'&P mnoziny se tfemi typy mezer mezi sousedy,
obdobny tomu, ktery existuje pro C'& P mnoziny se dvéma typy mezer?

e Pii popisu krystalografické mtizky hraje hlavni ilohu grupa linedrnich transformaci, na
kterou je mtizka invariantni. Jakymi transformacemi lze charakterizovat C'& P mnozinu?

Veétsinu dulezitych pojmu studovanych v kombinatorice na slovech jsme ani nezminili, napt.
aritmetickd komplexita slova (hraje vyznamnou roli pii pouziti slova pro konstrukei aperiodickych
generdtoru nahodnych ¢isel); balancovanost slova (pomahd urécit casovou a prostorovou slozitost
algoritmu pro aritmetické operace na [-celych ¢islech), vicerozmérné substituce spojené s aperi-
odickym dlazdénim prostoru koneé¢nym poctem dlazdic, popis hustoty jednotlivych faktoru slova
atd. Do zkouméni vsech téchto otazek je zapojen velky pocet matematiktu a odborniku z oblasti
teoretické computer science véetné ceskych. Nasi snahou by mélo byt ziskat pro tuto oblast co
nejvice mladych lidi, abychom se v budoucnu mohli tésit na dalsi hezké vysledky v kombinatorice
na slovech.
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