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Summary

The lecture is devoted to certain questions of combinatorics on words. At first
we show on two examples where the results of combinatorics on words can be
applied and which fields inspire new questions to be solved in this domain. The
first field is mathematical modeling of solids which display crystallographically
forbidden rotation symmetries; these solids are called quasicrystals. The second
field is nonstandard numeration systems, in particular arithmetics in systems
with irrational basis. Aperiodic structures with low local complexity which are
studied in these fields can be coded using infinite words over a finite alphabet.
Purely combinatorial properties of these infinite words are interpreted in terms
of the original fields.

Combinatorial notions which are in focus in this lecture are factor and palin-
dromic complexity of infinite words and invariance of these words under substitu-
tions. We show how the classical methods of graph theory, matrix theory, group
theory and number theory can be applied in solving problems in combinatorics
on words.

For infinite words connected with the mentioned two fields of application, i.e.
for words coding one-dimensional ”cut-and-project” sets and words coding β-
integers, we list both the known results and still open questions. A large class
of words common for both fields are sturmian words. These are aperiodic words
of minimal factor complexity. Sturmian words have been extensively studied,
therefore the results for them are the most complete. An example of a sturmian
word, on which we illustrate the basic notions of combinatorics on words, is the
well-known Fibonacci chain.
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Souhrn

Přednáška je věnovaná některým otázkám kombinatoriky na slovech. Nejdř́ıve
ukazujeme na dvou př́ıkladech, kde všude je možné výsledky z kombinatoriky na
slovech aplikovat, a také z jakých zdroj̊u přicházej́ı podněty pro problémy řešené
v kombinatorice na slovech. Prvńım oborem je modelováńı pevných látek, které
vykazuj́ı krystalograficky nepř́ıpustné rotačńı symetrie; těmto látkám se ř́ıká
kvazikrystaly. Druhým oborem jsou nestandardńı numeračńı systémy, speciálně
aritmetika v soustavách s iracionálńım základem. Aperiodické struktury s ńızkou
lokálńı komplexitou, které se v těchto oborech zkoumaj́ı, lze kódovat pomoćı
nekonečných slov v konečné abecedě a čistě kombinatorické vlastnosti těchto
slov pak interpretovat v řeči p̊uvodńıch obor̊u.

Kombinatorické pojmy, na které se přednáška soustřed’uje, jsou: faktorová a
palindromická komplexita nekonečných slov a invariance na substituce. Ukazu-
jeme, jak se klasické metody teorie graf̊u, teorie matic, teorie grup a teorie č́ısel
uplatňuj́ı při řešeńı problémů v kombinatorice na slovech.

Pro slova svázaná se zmı́něnými dvěma oblastmi aplikace, tedy pro slova
kóduj́ıćı jednorozměrné ”cut-and-project” množiny a slova kóduj́ıćı β-celá č́ısla,
popisujeme známé výsledky i zat́ım otevřené problémy. Velká tř́ıda slov, která
je společná pro obě skupiny, jsou sturmovská slova. Jsou to aperiodická slova
s minimálńı faktorovou komplexitou. Sturmovská slova jsou nejv́ıce probádaná,
a proto je pro ně výčet výsledk̊u nejúplněǰśı. Př́ıklad sturmovského slova, na
kterém jsou základńı pojmy kombinatoriky na slovech ilustrovány, je známý Fi-
bonacciho řetězec.
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2 Základńı pojmy 10

3 Komplexita nekonečného slova 11
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1 Motivace

Ćılem této přednášky je představit otázky a odpovědi, kterými se zabývá kombinatorika na
nekonečných slovech, a přibĺıžit matematické nástroje a metody, které tato oblast výzkumu
využ́ıvá.

Slova, o kterých budeme mluvit, jsou nekonečné posloupnosti ṕısmen z konečné abecedy.
Pomoćı těchto posloupnost́ı se symbolicky kóduj́ı r̊uzné periodické a hlavně aperiodické struktury.
Proto otázky, které si kombinatorika na slovech klade, maj́ı sv̊uj zdroj v oborech jako jsou:
teorie kvazikrystal̊u, nestandardńı numeračńı systémy, generátory náhodných č́ısel, symbolické
ynamické systémy, aperiodické wavelety ap. Přibližme si prvńı dva z nich.

1.1 Kvazikrystaly

Krystaly byly obdivovány lidmi už odedávna. Jejich přesný geometrický tvar je odlǐsoval od
ostatńıch zvláště amorfńıch pevných látek. Důsledné studium krystalových struktur začalo v
letech 1830 - 1850 a bylo završeno kolem roku 1890 slavným seznamem Fedorova a Schoenfliese,
který obsahoval 32 tř́ıd krystal̊u. Jejich klasifikace byla založena čistě na geometrii a algebře.
Nejjednodušš́ı forma uspořádáńı, forma, kterou př́ıroda použ́ıvá v krystalech, je jednoduché
opakováńı jediného motivu. Matematicky se jedná o teorii mř́ıžek, fyzikálně o krystalografii.
Opakováńı jednoho vzoru je spojeno s periodicitou krystalu. Daľśı výrazná vlastnost, kterou
vykazuj́ı krystaly, je jejich rotačńı symetrie. Důležitým d̊usledkem teorie mř́ıžek ovšem je, že
rotačńı symetrie řádu vyšš́ıho než 6 a rovněž řádu 5 se nemohou v rovinných ani prostorových
(třidimenzionálńıch) periodických strukturách vyskytovat [37].

Nesmı́rne překvapeńı proto vyvolal v roce 1982 objev Shechtmana a spol.[38], že rychle zchla-
zená slitina hlińıku a manganu má ikosahedrálńı symetrii. Pětičetnou rotačńı symetrii vykazoval
i difrakčńı obraz této slitiny. Látky, které maj́ı krystalograficky zakázané rotačńı symetrie,
se pak podařilo vytvořit i v daľśıch laboratoř́ıch a jinými technologiemi. Začalo se jim ř́ıkat
kvazikrystaly.

Shechtman̊uv objev ukazuje, že periodicita neńı synonymem pro uspořádáńı krystalických
látek, pro tzv. uspořádáńı na dálku. Co ovšem ”uspořádáńı na dálku” znamená, se těžko
definuje. Muśı to být uspořádáńı, které produkuje difrakčńı obraz s ostrými jasnými body.
Takovou pracovńı definici přijala i krystalografická unie na svém zasedáńı v roce 1992.

Jediný jasný požadavek, na kterém se shodnou všichni, je, že množina modeluj́ıćı ideálńı
kvazikrystal, tj. pozice atomů v látce, by měla být delonovská množina. Množině Λ ⊂ Rd se ř́ıká
delonovská, jestliže je uniformně diskrétńı (vzdálenosti mezi body z Λ jsou větš́ı než jistá pevná
mez) a relativně hustá (existuje vzdálenost r, že do vzdálenosti r od každého bodu prostoru se
nacháźı alespoň jeden bod z Λ).

Delonovskou množinu (nebo sṕı̌se jej́ı kus) ovšem představuj́ı i atomy amorfńı látky. Proto
se od delonovské množiny modeluj́ıćı kvazikrystaly požaduj́ı daľśı vlastnosti. Podle charakteru
těchto požadavk̊u existuje několik koncepćı kvazikrystal̊u [29], [30]:

Prvńı z nich, Pattersonova množina, je založená na matematické analogii difrakce rozpracované
Hofem. Druhá koncepce Bohrových resp. Besicovitchových skoroperiodických množin je založena
na fourierovské analýze. Třet́ı koncepce, Meyerova množina, klade geometrické omezeńı na
meziatomové vzdálenosti. Kv̊uli jednoduchosti definice a zároveň bohatosti, kterou tato definice
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dovoluje, je tato koncepce nejobĺıbeněǰśı. O delonovské množině Λ řekneme, že je meyerovská,
když množina všech vzdálenost́ı jej́ıch bod̊u, tj. Λ− Λ, je také delonovská.

Lze snadno ukázat, že každá mř́ıžka v Rd, (tj. množina celoč́ıselných lineárńıch kombinaćı
d bázových vektor̊u) je meyerovská. Rovněž ideálńı krystal (matematicky sjednoceńı konečně
mnoha posunutých kopíı stejné mř́ıžky) je meyerovský. Tedy definice meyerovské množiny
zobecňuje definici krystal̊u.

Výjmenované tři koncepce kvazikrystal̊u maj́ı velkou společnou tř́ıdu množin, která vyhovuje
všem těmto koncepćım. Jsou to takzvané ”cut-and-project” množiny. (Spojeńı ”cut-and-project”
budeme v daľśım textu zkracovat na C&P ). Tyto množiny vznikaj́ı projekćı mř́ıžkových bod̊u
na vhodně zvolený podprostor V , kterému ř́ıkáme fyzikálńı, přičemž se nepromı́taj́ı všechny
mř́ıžkové body, ale pouze ty, které ukroj́ıme jistým řezem rovnoběžným s podprostorem V .

Následuj́ıćı obrázek zachycuje konstrukci C&P množiny s jednorozměrným fyzikálńım pod-
prostorem V .

y = εx

y = ηx

V

-
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Za velice mı́rných předpoklad̊u na orientaci fyzikálńıho podprostoru V , směr projekce a
volbu tvaru řezu má C&P množina Λ vlastnosti, které od rozumného modelu pro kvazikrys-
taly očekáváme [33]:

• Λ je meyerovská množina, která neńı periodická;

• Λ má konečnou lokálńı složitost, tj. pro každý pevný poloměr obsahuj́ı koule s t́ımto
poloměrem pouze konečný počet r̊uzných konfiguraćı bod̊u z Λ;
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• Λ je repetitivńı, tj. každá konečná konfigurace bod̊u z Λ se vyskytuje v Λ nekonečně mnoho
krát a nav́ıc mı́sta výskyt̊u této konfigurace tvoř́ı samy o sobě delonovskou množinu.

Speciálně v př́ıpadě jednorozměrného fyzikálńıho podprostoru V to znamená, že Λ má pouze
konečný počet vzdálenost́ı mezi sousedńımi body. Přǐrad́ıme-li těmto vzdálenostem ṕısmena,
dostaneme dvoustranně nekonečné slovo v konečné abecedě. Ukazuje se, že některé fyzikálńı
vlastnosti aperiodické struktury záviśı pouze na vlastnostech přǐrazeného slova a ne na hodnotách
konkrétńıch vzdálenost́ı sousedńıch bod̊u. Např. C&P množina na předchoźım obrázku má
pouze tři r̊uzné vzdálenosti mezi sousedńımi body, proto vystač́ıme s abecedou {a, b, c} a kus
přǐrazeného slova má tvar:

V : s s s s s s s s s
0
6

s s s s s s s
a b b a b a c a b a c a b a b

Na jednorozměrných C&P množinách nelze mluvit o rotačńıch symetríıch, které k objevu
kvazikrystal̊u vedly, ale každá C&P množina modeluj́ıćı reálný kvazikrystal je sjednoceńım jed-
norozměrných C&P množin, a proto se studiu jednorozměrných C&P množin věnuje velká
pozornost.

Jedńım ze dvou př́ıklad̊u, na kterém budeme ilustrovat výsledky kombinatoriky na slovech,
budou nekonečná slova přǐrazená C&P množinám, které vzniknou projekćı celoč́ıselné mř́ıžky
Z2, jak je znázorněno na obrázku. Tato slova závisej́ı na volbě směrnic ε a η obou př́ımek a
na š́ı̌rce a umı́stěńı pásu, ze kterého projektujeme. Jednoduchými úpravami lze ukázat, že tato
C&P množina má tvar

Λε,η(Ω) := {a + bη : a, b ∈ Z, a + bε ∈ Ω}, (1)

kde Ω je interval, který zachycuje projekčńı pás. Slovo přǐrazené posloupnosti mezer mezi
sousedńımi prvky množiny Λε,η(Ω) budeme značit uε,η(Ω).

Kdybychom chtěli źıskat C&P množinu s pětičetnou symteríı, muśıme vhodně zvolit mř́ıžku,
podprostor, na který projektujeme mř́ıžkové body, i směr projekce. Pěkný př́ıklad C&P schématu,
který dává bohatou tř́ıdu C&P množin s pětičetnou symteríı, lze nalézt v [34] a [9]. Základem
této konstrukce je mř́ıžka v eukleidovském prostoru R4. Je známo, že 4 je minimálńı dimenze
prostoru, ve kterém existuje mř́ıžka s pětičetnou rotačńı symetrii. Polohu čtyř vektor̊u, které
naṕınaj́ı mř́ıžku, charakterizuje následuj́ıćı coxeterovský graf.

A4 ≡ i i i iα1 α2 α3 α4

Když vrcholy grafu představuj́ıćı vektory αi a αj jsou spojeny hranou, pak čtyřdimenzionálńı
vektory αi a αj sv́ıraj́ı úhel π

3
, v opačném př́ıpadě jsou vektory na sebe kolmé.

Fyzikálńı prostor V1, na který se promı́tá, i prostor V2, který určuje směr projekce, jsou
dvourozměrné a zvolené tak, že pokud množina Ω, která určuje tvar projekčńıho cylindru, má
sama o sobě pětičetnou symetrii, pak i výsledná C&P množina má pětičetnou symetrii. Na
obrázku je C&P množina pro kruhové Ω.
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1.2 Nestandardńı numeračńı systémy

Prvńı poč́ıtač - lidské ruce - rozhodl o tom, že č́ıselná soustava, ve které běžně poč́ıtáme, je
decimálńı. Dnešńı skutečné poč́ıtače pracuj́ı v binárńı resp. hexadecimálńı soustavě. Už v roce
1957 A. Rényi ukázal [36], že libovolné reálné č́ıslo β > 1 může sloužit jako základ č́ıselné
soustavy.

Máme-li kladné reálné č́ıslo x, pak jeho zápis v β-soustavě hledáme stejným zp̊usobem, jako
zápis v např. v hexadecimálńı soustavě: najdeme maximálńı celoč́ıselnou mocninu βk, která se
nacháźı v x a zjist́ıme, kolikrát se tam nacháźı. To bude prvńı cifra xk č́ısla x v β-soustavě.
Formálně1

βk ≤ x < βk+1, xk :=

⌊
x

βk

⌋
, x = xkβ

k + zbytek

Takto implicitně definovaný zbytek je bud’ 0 nebo kladné č́ıslo menš́ı než βk. S nenulovým
zbytkem pak nakládáme jako s novým x. Tento postup zaručuje, že každé č́ıslo x ≥ 0 lze
vyjádřit ve tvaru tzv. β-rozvoje:

x = xkβ
k + xk−1β

k−1 + xk−2β
k−2 + . . .

Podobně jako v př́ıpadě deśıtkové soustavy zapisujeme x = xkxk−1 . . . x1x0 • x−1x−2 . . ., kde
ovšem pro symbol • by se mı́sto slovńıho spojeńı desetinná tečka mělo už́ıvat β-tečka. β-rozvoj
záporného č́ısla x se pak definuje jako β-rozvoj absolutńı hodnoty |x|, před který dáme znaménko
minus.

Č́ısla, která v β-soustavě maj́ı za β-tečkou už jenom nulové cifry, se nazývaj́ı β-celá:

Zβ = {x ∈ R : |x| = xkxk−1 . . . x1x0•}
Je-li β přirozené č́ıslo, je množina β-celých č́ısel rovna množině obyčejných celých č́ısel Z, jak

ji známe. Zaj́ımavěǰśı je situace, kdy β neńı celé č́ıslo. V tomto př́ıpadě, množina Zβ neńı ani
uzavřená vzhledem k operaci sč́ıtáńı a násobeńı [24].

1Označeńı bxc a dxe budeme použ́ıvat pro dolńı resp. horńı celou část č́ısla x.
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Proč ale v̊ubec pracovat s tak podivnou č́ıselnou soustavou?
Některé aperiodické množiny maj́ı koordináty bod̊u iracionálńı. Zapsat tyto koordináty po-

moćı konečného decimálńıho rozvoje lze pouze s jistou přesnost́ı. A právě nutné zaokrouhlováńı
zp̊usob́ı, že množina, kterou zaṕı̌seme, bude fakticky periodická.

Protože uhlopř́ıčka pravidelného pětiúhelńıku se stranou 1 má iracionálńı délku τ = 1+
√

5
2

, tzv.
zlatý řez, jistě nepřekvaṕı, že body kvazikrystalu s pětičetnou rotačńı symetríı maj́ı iracionálńı
koordináty. Lze ukázat, že tyto koordináty jsou τ -celá č́ısla, tedy č́ısla s konečným, přesto
přesným, zápisem v τ -soustavě.

Rovněž je nepř́ıpustné zaokrouhlováńı koordinat u aperiodických množin, které maj́ı být
použity ke konstrukci aperiodických generátor̊u náhodných č́ısel [27]. I zde často pomůže vhodná
volba základu β.

Pracovat v β-soustavě ovšem znamená vytvořit algoritmy pro základńı aritmetické operace
na množině Zβ. Jedńım z prvńıch úkol̊u je určit, kolik ”desetinných” mı́st může při sč́ıtáńı
dvou β-celých č́ısel maximálně vzniknout. Označme tento počet Lβ(⊕). Tato úloha neńı obecně
jednoduchá.

V př́ıpadě, že Zβ má jenom konečný počet r̊uzných vzdálenosti mezi sousedńımi prvky, lze tyto
vzdálenosti kódovat nekonečným slovem v konečné abecedě. Kombinatorické vlastnosti tohoto
slova pak umožňuj́ı naj́ıt hodnoty Lβ(⊕).

Druhým př́ıkladem nekonečných slov, kterému se budeme věnovat, budou proto slova spojená
s β-celými č́ısly.

Je známo, že Zβ lze kódovat nekonečným slovem v konečné abecedě právě tehdy, když β je
tzv. Parryho č́ıslo [40]. Abychom jej mohli definovat, přǐrad́ıme č́ıslu β nekonečnou posloupnost,
tzv. Rényi̊uv rozvoj jedničky dβ(1) := t1t2t3 . . ., kde

t1 := bβc a
+∞∑
i=2

ti
βi

je β-rozvoj č́ısla 1− t1
β

.

Č́ıslo β se nazývá Parryho č́ıslo, když posloupnost dβ(1) := t1t2t3 . . . je od jistého mı́sta period-
ická. Slovo přǐrazené posloupnosti mezer mezi β-celými č́ısly pro Parryho č́ıslo β budeme značit
uβ.

2 Základńı pojmy

Nejdř́ıve zavedeme některé pojmy, se kterými kombinatorika na slovech pracuje.
Abecedou budeme rozumět konečnou množinu A ṕısmen; zřetězeńı konečně mnoha ṕısmen

w = w1w2 . . . wn pak nazveme konečným slovem, kde počet zřetězených ṕısmen se označuje
|w| = n a nazývá délka slova w. Zrcadlovým obrazem slova w = w1w2 . . . wn je slovo čtené
pozpátku, tedy slovo w = wnwn−1 . . . w1. Budeme rovněž uvažovat jednostranně nekonečná slova

u = u0u1u2u3 · · ·

a oboustranně nekonečná slova

u = · · · u−2u−1u0u1u2 · · · .
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Slovo w = w1w2 · · ·wn je faktor nekonečného slova u, když w = uiui+1 · · · ui+n−1 pro nějaký
index i. Množinu všech faktor̊u délky n je zvykem značit Ln. Množina všech faktor̊u slova u,
tedy množina

L = ∪n∈NLn ,

je jazyk slova u. Nejjednoduš́ım př́ıkladem nekonečného slova je periodické slovo, které vznikne
nekonečným opakováńım konečného slova.

Počet r̊uzných faktor̊u délky n, které se v u vyskytuj́ı, vystihuje variabilitu lokálńıch konfigu-
raćı, tj. komplexitu u. Formálně komplexita slova u je zobrazeńı C : N→ N takové, že

C(n) = #Ln .

(Symbol #M je použ́ıvaný pro počet prvk̊u množiny M .) Zřejmě plat́ı

C(n) ≤ (#A)n.

Pro periodické slovo je komplexita C(n) funkce omezená délkou periody.
Faktoru slova u, který se čte zepředu a zezadu stejně, tj. faktoru, pro nějž je w = w, se

ř́ıká palindrom slova u. Počet palindromů vystihuje palindromická komplexita, tedy zobrazeńı
P : N→ N takové, že

P(n) = #{w ∈ Ln : w = w} .

Nekonečné slovo u, jehož každý faktor w se vyskytuje nekonečně krát v u, se nazývá rekurentńı
slovo. Je-li nav́ıc pro každý faktor w vzdálenost mezi sousedńımi výskyty tohoto faktoru omezená,
mluv́ıme o uniformně rekurentńım slově. Poznamenejme, že repetitivita C&P množiny Λ, kterou
jsme zmı́nili v úvodě, implikuje, že slovo, které k Λ přǐrad́ıme, je uniformně rekurentńı. Rovněž
lze ukázat, že nekonečné slovo uβ kóduj́ıćı Zβ je uniformně rekurentńı pro každé Parryho č́ıslo β.

3 Komplexita nekonečného slova

Důležitým nástrojem pro studium vlastnost́ı nekonečného slova u jsou tzv. Rauzyho grafy. Ke
každému n ∈ N přǐrad́ıme orientovaný graf Γn s množinou vrchol̊u Ln a množinou hran Ln+1.
Přičemž hrana e ∈ Ln+1 zač́ına ve vrcholu x ∈ Ln a konč́ı ve vrcholu y ∈ Ln, když x je předpona
a y př́ıpona slova e, tj.

t t-
x = w0w1 · · ·wn−1 y = w1 · · ·wn−1wn

e = w0w1 · · ·wn−1wn

Sledováńı faktor̊u uiui+1 . . . ui+n−1 pro postupně se zvětšuj́ıćı index i představuje chozeńı v
Rauzyho grafu Γn podél orientovaných hran.

Př́ıklad: Nejznáměǰśı jednorozměrný model pro kvazikrystal se nazývá Fibonacciho řetězec.
Jeho obliba spoč́ıvá v tom, že jej lze naj́ıt i ve v́ıcerozměrné C&P množině s pětičetnou symetríı.
Fibonacciho řetězec je definován jako posloupnost mezer v množině Λε,η(Ω) pro volbu parametr̊u

η := τ =
1 +

√
5

2
, ε := τ ′ =

1−√5

2
a Ω = (−τ ′2,−τ ′].
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Poznamenejme, že τ a τ ′ jsou kořeny rovnice x2 = x + 1. Množina má tedy tvar

Λτ ′,τ (Ω) := {a + bτ : a + bτ ′ ∈ Ω}
Snadnými matematickými manipulacemi se zjist́ı, že v této množině se vyskytuj́ı pouze dvě
mezery a to ∆1 = τ 2 (na obrázku ji znač́ıme A) a ∆2 = τ (na obrázku ji znač́ıme B) a

t t t t t t t t

0
6

t t t t t t
A B A B A A B A B A A B A

že jazyk Fibonacciho řetězce má tyto množiny faktor̊u délky 3, 4 a 5:

L3 = {BAB, BAA, ABA,AAB} ,
L4 = {BABA, BAAB, ABAB, ABAA,AABA} ,
L5 = {BABAA, BAABA, ABABA, ABAAB, AABAB,AABAA} .

Rauzyho grafy Γ3 a Γ4 jsou ilustrovány na následuj́ıćım obrázku.

Γ3 :

t

t

t t

BAB

ABA

AAB BAA¾
@

@
@R ¡

¡
¡µ

......................
...........
...........
...........
...................... .......... ...........

...........
...........
...........
...........
...........
...........
..........

µ

ª

Γ4 :

t

t

t

t

t

BAAB

AABA

ABAB

ABAA

BABA

@
@I ¡

¡ª

?

6

-

-

Pro libovolné nekonečné slovo je zřejmé, že v každém vrcholu grafu Γn startuje alespoň jedna
hrana. Tedy počet hran je větš́ı nebo roven počtu vrchol̊u, symbolicky

C(n + 1) = #Ln+1 ≥ #Ln = C(n),

což znamená, že komplexita je neklesaj́ıćı funkce. Na druhé straně, když pro nějaké n se stane,
že C(n + 1) = C(n), pak nekonečná procházka v grafu Γn je zacyklená a nekonečné slovo u je
periodické. Protože aperiodické slovo má alespoň dvouprvkovou abecedu, tj. C(1) ≥ 2, je v
každém aperiodickém slově C(n) ≥ n + 1. Připomeňme, že pro periodická slova je funkce C(n)
omezená. Je tedy vidět, že zdaleka ne každá neklesaj́ıćı funkce C odpov́ıdá komplexitě nějakého
nekonečného slova. Charakteristika takových funkćı je otevřeným problémem kombinatoriky na
slovech [20].

Aperiodické rekurentńı slovo s minimálńı komplexitou C(n) = n + 1 pro každé n se nazývá
sturmovské [35].

Sturmovská slova zavedli Hedlund a Morse v roce 1938. Tato slova se objevuj́ı od té doby
v r̊uzných kontextech, a proto existuje několik ekvivalentńıch charakteristik sturmovských slov
[11]. Protože speciálně C(1) = 2, jsou to slova v binárńı abecedě a bez újmy na obecnosti můžeme
předpokládat, že abeceda je A = {0, 1}.
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Jednu z pěkných algebraických charakteristik sturmovských slov dává následuj́ıćı věta [31].

Věta: Ke každému sturmovskému slovu u = . . . u2u1u0u1u2 . . . v abecedě A = {0, 1} existuj́ı
reálná č́ısla α, β ∈ [0, 1) taková, že α je iracionálńı a

un = b(n + 1)α + βc − bnα + βc pro každé n ∈ Z

nebo

un = d(n + 1)α + βe − dnα + βe pro každé n ∈ Z.

Nekonečná rekurentńı aperiodická slova s trochu větš́ı komplexitou, konkrétně s komplexitou

C(n) ≤ n + K pro každé n ∈ N,

kde K je libovolná konstanta, se nazývaj́ı kvazisturmovská. Tento název zavedl Cassaigne [13],
který ukázal, že tato slova maj́ı v sobě zabudovanou sturmovskou strukturu. Přesněji ukázal, že
ke každému takovému slovu u v abecedě A existuje sturmovské slovo v = . . . v−2v−1v0v1v2 . . . v
abecedě {0, 1} a dvě konečná slova W0 a W1 v abecedě A tak, že

u = . . . Wv−2Wv−1Wv0Wv1Wv2 . . . ,

tj. nekonečné slovo u lze źıskat zřetězeńım dvou slov W0 a W1 podle pořad́ı nul a jedniček ve
sturmovském slově v.

3.1 Komplexita slov přǐrazených C&P množinám

Abychom mohli přǐradit nekonečné slovo C&P množině Λε,η(Ω) definované vztahem (1), muśıme
nejdř́ıve vědět, s jak velkou abecedou budeme pracovat. Na to dává odpověd’ následuj́ıćı věta
[26], která je zobecněńım slavného 3-distančńıho teorému [39].

Věta: Necht’ ε a η jsou r̊uzná iracionálńı č́ısla a Ω omezený interval. Pak existuj́ı dvě kladná
č́ısla ∆1 a ∆2 taková, že vzdálenost mezi libovolnými dvěma sousedńımi body množiny

Λε,η(Ω) := {a + bη : a, b ∈ Z, a + bε ∈ Ω}

má hodnotu ∆1, ∆2 nebo ∆1 + ∆2.

Pro kódováńı C&P posloupnosti tedy vystač́ıme s tř́ıprvkovou abecedou. Poznamenejme, že
ne vždycky se v Λε,η(Ω) vyskytnou všechny tři typy vzdálenosti. Jelikož je Λε,η(Ω) aperiodická
množina, musej́ı se v ńı vyskytnout alespoň dva typy vzdálenosti.

K trojici parametr̊u ε, η a Ω je přǐrazena množina Λε,η(Ω). Nejdř́ıve odpov́ıme na přirozenou
otázku, zda množiny přǐrazené k r̊uzným trojićım paramter̊u jsou r̊uzné. Za stejné přitom budeme
považovat množiny M a sM , kde s je nenulový skalár, protože násobeńım skalárem s jenom
měńıme měř́ıtko.
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Každou lineárńı transformaci mř́ıžky Z2 do sebe lze reprezentovat násobeńım matićı A ∈ Z2×2.
Je známé, že grupa G, která představuje lineárńı zobrazeńı Z2 na sebe, je

G = {A ∈ Z2×2 : det A = ±1}

a že tato grupa má tři generátory

(
1 1

0 1

)
,

(
1 0

0 −1

)
, a

(
0 1

1 0

)
.

Jinými slovy, každou matici grupy G lze vytvořit konečnými součiny těchto tř́ı matic. Použit́ım
generátor̊u jsme odvodili vztahy:

Λε,η(Ω) = Λ1+ε, 1+η(Ω) ,

Λε,η(Ω) = Λ−ε,−η(−Ω) ,

Λε,η(Ω) = η Λ1
ε
,
1
η
(1

ε
Ω) .

Protože mř́ıžka Z2 je invariantńı i na translaci o celoč́ıselný vektor (a, b), dostaneme daľśı
vztah

a + bη + Λε,η(Ω) = Λε,η(Ω + a + bε) .

Použit́ım těchto vztah̊u je možné zúžit obor parametr̊u, které muśıme brát do úvahy, když
nechceme ztratit žádnou C&P množinu [26].

Věta: Pro každé dvě r̊uzná iracionálńı č́ısla ε a η a omezený interval Ω existuj́ı č́ısla ε̃, η̃ a
interval Ω̃ tak, že

Λε,η(Ω) = sΛε̃,η̃(Ω̃) pro nějaký skalár s,

a přitom trojice paramter̊u ε̃, η̃ a Ω̃ vyhovuje podmı́nce

(P ) ε̃ ∈ (−1, 0), η̃ > 0, max(1 + ε̃,−ε̃) < délka intervalu Ω̃ ≤ 1.

Pro naše daľśı úvahy se tedy můžeme omezit na parametry splňuj́ıćı nerovnosti podmı́nky (P ).
Ještě v́ıce lze zúžit obor parametr̊u, když nás zaj́ımá pouze slovo uε,η(Ω) přǐrazené k množině
Λε,η(Ω). Plat́ı totiž pravidla:

• Když trojice ε, η1, Ω a ε, η2, Ω splňuj́ı (P ), pak slova uε,η1(Ω) a uε,η2(Ω) jsou stejná.

• Když trojice ε, η, Ω splňuje (P ), pak slovo uε,η(Ω) je až na permutaci ṕısmen stejné jako
slovo u−1−ε,η(−Ω).

Prvńı pravidlo nám umožňuje položit η = −1/ε, a tedy uvažovat kolmé př́ımky v C&P schematu.
Druhé pravidlo dovoluje zúžit interval pro volbu ε na (−1/2, 0).
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S takto omezenými trojicemi parametr̊u se podařilo ukázat, že C&P množiny jsou vlastně geo-
metrickou reprezentaćı transformace známé v teorii dynamických systémů pod zkratkou 3-iet (3-
interval exchange transformation) [21]. To pomohlo při určováńı komplexity C&P posloupnost́ı
[26]. Na druhé straně interpretace nekonečného slova kóduj́ıćıho 3-iet pomoćı C&P množiny,
přineslo nové výsledky v 3-iet.

Věta: Necht’ ε a η jsou r̊uzná iracionálńı č́ısla. Pak pro komplexitu C nekonečného slova uε,η(Ω)
s intervalem Ω = [c, c + `) plat́ı

• Když ` /∈ Z+ εZ, pak

C(n) = 2n + 1 , pro každé n ∈ N .

• Když ` ∈ Z+ εZ, pak existuje jediné n0 ∈ N0 takové, že

C(n) =

{
2n + 1 pro n ≤ n0 ,

n + n0 + 1 pro n > n0 .

Vid́ıme, že komplexita záviśı pouze na š́ı̌rce intervalu Ω, a ne na jeho poloze. V př́ıpadě, že
délka ` intervalu Ω patř́ı do množiny Z + εZ, je slovo uε,η(Ω) kvazisturmovské, někdy dokonce
sturmovské. ”Cut-and-project” množiny poskytuj́ı novou charakteristiku sturmovských slov,
jako slov kóduj́ıćıch C&P množiny se dvěma typy vzdálenost́ı mezi sousedńımi body.

3.2 Komplexita slov přǐrazených β-celým č́ısl̊um

Než se pust́ıme do zkoumáńı komplexity slov uβ přǐrazených k Zβ pro Parryho č́ısla β, je na
mı́stě se zeptat, zda uβ se neshoduje s nějakou C&P množinou, pro kterou jsme komplexitu už
určili. Popsat vztah β-celých č́ısel ke C&P množinám ulehč́ı samopodobnost: množina M je
samopodobná, když pro nějaký skalár λ plat́ı, že

λM ⊂ M.

Množina Zβ je definovaná jako množina těch č́ısel, které za ”desetinnou” tečkou v β-rozvoji
nemaj́ı zlomkovou část, tedy č́ısla x s β-rozvojem xk . . . x1x0•. Je zřejmé, že βx má β-rozvoj
roven xk . . . x1x00•, což implikuje samopodobnost množiny Zβ s faktorem samopodobnosti β.

Pro popis samopodobnosti C&P množin připomeňme pojmy: kvadratické č́ıslo je iracionálńı
kořen α kvadratické rovnice Ax2 + Bx + C = 0 s celoč́ıselnými koeficienty A,B,C; je-li nav́ıc
A = 1, je α kvadratické celé č́ıslo. Druhý kořen této kvadratické rovnice α′ je tzv. konjugovaný
prvek k č́ıslu α. Minimálńı těleso, které obsahuje kvadratickou iracionalitu α a racionálńı č́ısla
budeme značit Q[α] a plat́ı pro něj

Q[α] = {x + yα : x, y ∈ Q}.
Následuj́ıćı věta [7] charakterizuje samopodobné C&P množiny.

Věta: Necht’ ε a η jsou r̊uzná iracionálńı č́ısla a Ω omezený interval. Pak

15



• Množina Λε,η(Ω) je samopodobná právě tehdy, když ε je kvadratické č́ıslo, η = ε′ je jeho
konjugovaný prvek a uzávěr intervalu Ω obsahuje 0.

• Faktor samopodobnosti λ množiny Λε,ε′(Ω) je kvadratické celé č́ıslo patř́ıćı do tělesa Q[ε] a
pro jeho konjugovaný prvek λ′ plat́ı |λ′| < 1.

Podle této věty jsou mezi množinami Zβ jedinými kandidáty na titul C&P množina pouze ty
Zβ, pro které je β kvadratické celé č́ıslo s druhým kořenem β′ v absolutńı hodnotě menš́ım než
1. Snadno se ukáže, že takové β je kořen rovnice

x2 = mx + n pro m ≥ n ≥ 1 nebo x2 = mx− n pro m− 2 ≥ n ≥ 1

a že β má Rényi̊uv rozvoj jedničky dβ(1) = mn nebo dβ(1) = m(m−n)ω (symbolem aω oznčujeme
nekonečně krát se opakuj́ıćı ṕısmeno a). To ovšem nestač́ı. V práci [25] je ukázano, že β muśı
nutně být kořen rovnice

x2 = mx + 1 pro m ≥ 1 nebo x2 = mx− 1 pro m ≥ 3 (2)

Že tato podmı́nka je i postačuj́ıćı, je dokázano v [12].
V př́ıpadě, že β je kořen jedné z rovnic v (2), je slovo uβ koresponduj́ıćı k Zβ sturmovské a

jeho komplexita je C(n) = n + 1.
Pro jiná Parryho č́ısla β je určeńı komplexity slova uβ obt́ıžněǰśı. Plně je tato otázka vyřešena

pouze pro širokou tř́ıdu tzv. jednoduchých Parryho č́ısel [23]. To jsou č́ısla s konečným Rényiho
rozvojem jedničky dβ(1).

Věta: Necht’ pro β > 1 je Rényiho rozvoj jedničky dβ(1) = t1t2 . . . tm. Pak slovo uβ kóduj́ıćı
mezery mezi β-celými č́ısly má m prvkovou abecedu. Je-li nav́ıc splněna jedna z podmı́nek t1 >
max{t2, . . . , tm−1} nebo t1 = t2 = · · · = tm−1, plat́ı:

1. Když tm = 1, pak
C(n + 1)− C(n) = m− 1 pro každé n ∈ N.

2. Když tm > 1, pak

C(n + 1)− C(n) ∈ {m− 1,m} pro každé n ∈ N.

Př́ımým d̊usledkem věty je odhad na komplexitu:

(m− 1)n + 1 ≤ C(n) ≤ mn + 1 .

Techničtěǰśı varianta této věty přesně určuje, pro která n je př́ır̊ustek komplexity m− 1 resp.
m, což už umožňuje vyjádřit C(n) explicitně.

V př́ıpadě Parryho č́ısla β s Rényiho rozovojem jedničky dβ(1) = t1t2 . . . tm(tm+1 . . . tm+p)
ω, je

známo, že
(p− 1)n + 1 ≤ C(n) ≤ Kn,

kde p je délka periody v dβ(1) a K je neznámá konstanta.
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4 Palindromy v nekonečných slovech

Zkoumat palindromy v přirozeném jazyce je zábavná úloha a kromě palindromických slov jako
Anna, krk, monom ap. v češtině lze naj́ıt celé palindromické věty: Jelenovi pivo nelej. nebo Kuna
nese nanuk. Pro studium zákonitost́ı přirozeném jazyka však palindromy význam nemaj́ı. Jaký
má význam zkoumat palindromy v jazyku nekonečných slov? Uved’me jednu fyzikálńı aplikaci.

K nekonečnému slovu (un)n∈Z s abecedouA lze přǐradit diskrétńı jednorozměrný Schrödinger̊uv
operátor H na prostoru `2(Z) následuj́ıćım zp̊usobem:

(Hφ)(n) = φ(n + 1) + φ(n− 1) + V (un)φ(n),

kde prosté zobrazeńı V : A 7→ R představuje potenciál. Je známé, že u tohoto typu operátoru
se může vyskytnout spektrum libovolného typu [15]. Spektrálńı vlastnosti určuj́ı vodivost dané
struktury. Zhruba řečeno, když spektrum je absolutně spojité, tak se struktura chová jako
vodič, zat́ımco v př́ıpadě čistě bodového spektra se chová jako izolátor. Určit spektrum pro
obecné nekonečné slovo (un)n∈Z neńı jednoduché. Podařilo se to v článku [28] u slov, které
splňuj́ı kritérium palindromicity, tj. maj́ı palindromy libovolné délky, matematicky

lim sup
n→∞

P(n) > 0.

Popsat přesně funkci P(n) se zat́ım podařilo pouze u některých nekonečných slov. Je to zp̊usobeno
t́ım, že teprve nedávno se ukázalo, jak je d̊uležité palindromy ve slovech studovat.

4.1 Palindromy ve slovech přǐrazených C&P množinám

Odhady na počet palindromů délky n v nekonečném slově lze źıskat pomoćı komplexity slova.
V článku [3] je odvozen vztah mezi komplexitou C(n) nekonečného slova a palindromickou kom-
plexitou P(n). Je dokázano, že pro nekonečné slovo, které neńı periodické plat́ı

P(n) ≤ 16

n
C

(
n + bn

4
c
)

. (3)

Slova, kterým se věnujeme, slova přǐrazená C&P množinám a β-celým č́ısl̊um jsou uniformně
rekurentńı. Pro tato slova lze horńı odhad na palindromickou komplexitu často ještě vylepšit.
Základem tohoto vylepšeńı je pozorováńı [8], že pro uniformně rekurentńı slova je bud’ P(n) = 0
od jistého n poč́ınaje nebo jazyk L slova u je uzavřen vzhledem k zrcadlovému obrazu. Uzavřenost
L k zrcadlovému obrazu implikuje, že každý Rauzyho graf Γn je izomorfńı grafu, který vznikne
z Γn operaćı záměny orientace hran. Palindromy jsou pak hrany a vrcholy, které jsou pevnými
body této operace. Pomoćı teorie graf̊u lze pak ukázat, že

P(n) + P(n + 1) ≤ 3∆C(n) := 3
(
C(n + 1)− C(n)

)
. (4)

Tento odhad je lepš́ı než odhad v (3) v př́ıpadě, že komplexita C(n) je subpolynomiálńı. Jak
jsme zmı́nili, slova uε,η(Ω) i uβ maj́ı dokonce sublineárńı komplexitu.

V článku [18] je odvozená daľśı ekvivalentńı charakteristika sturmovských slov.
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Věta: Nekonečné slovo je sturmovské právě tehdy, když

P(n) =

{
1 pro n sudé,
2 pro n liché.

Protože C&P množiny se dvěma distancemi mezi sousedy jsou kódovany sturmovskými slovy,
je jejich palindromická komplexita popsána předchoźı větou. Pro generické C&P množiny se
třemi distancemi je palindromická komplexita popsaná v [16] a [8]. Pro tato slova je P(n) = 3
pro n liché a P(n) = 1 pro n sudé. Poznamenejme, že na rozd́ıl od sturmovských slov takovou
palindromickou komplexitu maj́ı i jiná slova, než ternárńı C&P slova.

Pro binárńı C&P slova, tj. sturmovská slova, je tedy P(n) + P(n + 1) = 3 = 3∆C(n) a v
odhadu (4) nastává rovnost. Ternárńı C&P slova mohou mı́t komplexitu až 2n + 1. Pro ně pak
plat́ı P(n) + P(n + 1) = 4 ≤ 3∆C(n) = 6. Zdá se tedy, že i odhad (4) lze ještě vylepšit. Naše
hypotéza je, že pro uniformně rekurentńı slova se sublineárńı komplexitou dokonce plat́ı

P(n) + P(n + 1) ≤ ∆C(n) + 2 (5)

4.2 Palindromy ve slovech přǐrazených β-celým č́ısl̊um

Připomeňme, že nutnou podmı́nkou pro existenci nekonečně mnoha palindromů v uniformně
rekurentńım slově je uzavřenost jazyka slova na zrcadlový obraz. Tato otázka je pro Parryho
č́ısla vyřešena v [23] a [10].

Věta: Označme uβ nekonečné slovo kóduj́ıćı posloupnost mezer v množině β-celých č́ısel pro
Parryho č́ıslo β.

• Necht’ dβ(1) = t1t2 . . . tm. Pak jazyk uβ je uzavřen vzhledem k zrcadlovému obrazu právě
tehdy, když t1 = t2 = . . . = tm−1.

• Necht’ dβ(1) = t1t2 . . . tm(tm+1 . . . tm+p)
ω. Pak jazyk uβ je uzavřen vzhledem k zrcadlovému

obrazu právě tehdy, když m = 1 a p = 1.

Jediné zaj́ımavé př́ıpady pro popis palindromické komplexity jsou tedy slova uβ, kde Rényiho
rozvoj jedničky dβ(1) splňuje podmı́nky věty.

Do této skupiny slov patř́ı speciálně i slova uβ, s rozvojem dβ(1) = t1t2 . . . tm, kde t1 = t2 =
. . . = tm−1 a tm = 1. Pro taková slova má Rauzyho graf Γn speciálńı vlastnost: existuje jediný
vrchol, ze kterého vycháźı m hran a jediný vrchol, do kterého vcháźı m hran; ostatńı vrcholy
maj́ı výstupńı i vstupńı stupeň jedna. Nekonečná slova s touto grafovou vlastnost́ı se nazývaj́ı
Arnoux-Rauzyho slova řádu m a jsou velice intenzivně studovány. Pro ně je palindromická
komplexita popsaná v [17]. Arnoux-Rauzyho slova jsou zobecněńım sturmovských slov, která
jsou Arnoux-Rauzyho slova řádu 2.

Věta: Palindromická komplexita Arnoux-Rauzyho slova řádu m je

P(n) =

{
1 pro n sudé,
m pro n liché.
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Popis palindromické komplexity slov uβ, která nejsou Arnoux-Rauzyho slova, je dosti technický
a lze jej naj́ıt v [4]. Tady uvedeme jenom d̊usledek tohoto popisu.

Věta: Necht’ pro Rényiho rozvoj jedničky dβ(1) = t1t2 . . . tm plat́ı t1 = t2 = . . . = tm−1. Pak

P(n) + P(n + 1) = ∆C(n) + 2

Poznamenejme, že tento výsledek podporuje hypotézu (5).

V konečném slově w = w1w2 . . . wk délky k lze spoč́ıtat, kolik r̊uzných palindromů slovo w
obsahuje. Jednoduché odvozeńı ukazuje, že jich nemůže být v́ıce než k + 1. (Prázdné slovo
ε se také pokládá za palindrom.) Např. slovo w = 1000101 délky 7 obsahuje palindromy
ε, 0, 1, 00, 000, 101, 010, 10001. Nekonečné slovo, jehož každý prefix délky k obsahuje k+1 r̊uzných
palindromů, se nazývá slovo s nulovým palindromickým defektem. Je známo [17], že všechna
Arnoux-Rauzyho slova jsou slova s nulovým palindromickým defektem. Ukázali jsme [4], že do
tř́ıdy slov s nulovým palindromickým defektem patř́ı i slova uβ, když pro dβ(1) = t1t2 . . . tm plat́ı
t1 = t2 = . . . = tm−1.

5 Morfizmy na slovech

Než formálně definujeme morfizmy, vrat’me se ještě k př́ıkladu Fibonacciho řetězce. O zařazeńı
nebo nezařazeńı bodu tvaru a + bτ do př́ıslušné C&P množiny rozhoduje, zda iracionálńı č́ıslo
a+bτ ′ splňuje jisté nerovnosti. Jestliže nepracujeme s přesnou aritmetikou, a to při použit́ı běžné
aritmetiky na poč́ıtači nepracujeme nikdy, objev́ı se defekty při konstrukci Fibonacciho řetězce
a dostaneme periodické slovo. Na zp̊usob, jak generovat přesně Fibonacciho řetězec, nás navede
slavná úloha z Liber abaci roku 1228 o kráĺıćıch:

Kráĺıci se množ́ı podle těchto pravidel: 1) každý nově narozený pár kráĺık̊u po měśıćı dospěje;
2) dospělému páru se každý měśıc narod́ı jeden nový pár. Otázka je, kolik pár̊u kráĺık̊u máme v n-
tém měśıci, když na začátku máme jediný mladý pár a předpokládáme, že kráĺıci jsou nesmrtelńı.

0. měśıc e

1. měśıc u
A
AA2. měśıc u

A
AA

e
A
AA3. měśıc u

A
AA

e
A
AA

u
A
AA

@
@@4. měśıc u

A
AA

e
A
AA

u
A
AA

@
@@

u
@

@@

Q
Q

Q
Q

e
Q

Q
Q

Q5. měśıc u e u u e u e u
...

Obrázek ukazuje vývoj počtu pár̊u kráĺık̊u:
b́ılé kuličky na obrázku představuj́ı mladý
pár a černé dospělý pár. B́ılá kulička se v
následuj́ıćım měśıćı změńı v černou e−→ u,
černá kulička dá vznik b́ılé kuličce a sama
přežije do daľśıho měśıce u−→ u e.
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Posloupnost b́ılých a černých kuliček je v každém daľśım měśıćı deľśı, nav́ıc začátek uspořádáńı
kuliček v n. měśıci je totožný s uspořádáńım kuliček v (n−1). měśıci. Nejd̊uležitěǰśı pozorováńı
pro nás však je, že pořad́ı b́ılých a černých kuliček přesně odpov́ıdá uspořádáńı ṕısmen A a B ve
Fibonacciho řetězci (porovnej na př́ıkladě). To skutečně lze i dokázat. Tedy generovat Fibonac-
ciho řetězec můžeme snadno bez jakéhokoliv ověřováńı nerovnost́ı tak, že budeme opakovaně
nahrazovat ṕısmeno A slovem AB a ṕısmeno B ṕısmenem A.

A 7→ AB 7→ ABA 7→ ABAAB 7→ ABAABABA 7→ ABAABABAABAAB 7→ . . .

Přirozená otázka, která nás hned napadne, je, zda takhle pohodlně nelze generovat i jiné jed-
norozměrné kvazikrystaly, resp. nekonečná slova. Následuj́ıćı pojmy umožňuj́ı formalizovat tuto
otázku.

Zobrazeńı ϕ na množině konečných slov v abecedě A je morfizmem, když obraz slova, které
vznikne zřetězeńım dvou jiných slov, je zřetězeńım obraz̊u p̊uvodńıch slov, tj. ϕ(vw) = ϕ(v)ϕ(w)
pro každé dvě konečná slova v, w. Pro určeńı morfizmu stač́ı znát obrazy jednotlivých ṕısmen
abecedy. Působeńı morfizmu lze přirozeně rozš́ı̌rit na nekonečná slova

ϕ(u) = ϕ(u1u2u3 . . .) := ϕ(u1)ϕ(u2)ϕ(u3) . . .

Pevným bodem morfizmu ϕ pak nazýváme takové nekonečné slovo u, pro které je ϕ(u) = u,
slovo u je tedy invariantńı na p̊usobeńı morfizmu ϕ. V této terminologii je Fibonacciho řetězec
pevným bodem morfizmu na dvouprvkové abecedě {A,B} zadané obrazy ṕısmen ϕ(A) = AB a
ϕ(B) = A.

Identické zobrazeńı, které každému ṕısmenu a přǐrad́ı ṕısmeno a, je rovněž morfizmem, jehož
pevným bodem je každé slovo, speciálně i Fibonacciho slovo. Generovat Fibonacciho slovo t́ımto
morfizmem se ale nedá. Proto muśıme od ϕ požadovat daľśı vlastnosti.

Morfizmus ϕ s abecedou A nazveme substituce, když pro každé ṕısmeno a ∈ A je délka
přǐrazeného slova ϕ(a) alespoň 1 a existuje ṕısmeno a0 ∈ A takové, že jeho obraz ϕ(a0) má délku
alespoň dva a zač́ıná ṕısmenkem a0.

Morfizmus ϕ, který je substitućı, nutně má pevný bod u a ten lze generovat opakovanou
aplikaćı morfizmu na ṕısmeno a0, formálně:

ϕ(u) = u = lim
n→∞

ϕn(a0)

Ke každé substituci ϕ na abecedě A = {a1, a2, . . . , ak} je přǐrazená čtvercová matice substituce
M rozměru k × k. Prvek Mij na ij-tém mı́stě matice je roven počtu ṕısmen aj ve slově ϕ(ai).
Matice přǐrazená substituci generuj́ıćı Fibonacciho slovo je M = ( 1 1

1 0 ) . Matice substituce je
nezáporná matice a plat́ı pro ńı tud́ıž Perron-Frobeniova věta [22]. O substituci ϕ řekneme, že
je primitivńı, když nějaká mocnina matice M má všechny prvky kladné. V tomto př́ıpadě je
spektrálńı poloměr matice jednoduché vlastńı č́ıslo a př́ıslušný vlastńı vektor, kterému se ř́ıká
Perron̊uv, má všechny složky kladné.

I když z matice substituce M nelze rekonstruovat nazpátek substituci ϕ, hodně vlastnost́ı
pevných bod̊u substituce lze vyč́ıst už z matice M . Uved’me některé z nich.
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• Když nekonečné slovo u = u0u1u2 . . . je invariantńı v̊uči substituci ϕ, pak existuje konstanta
K tak, že pro komplexitu slova u plat́ı

C(n) ≤ Kn2 pro každé n ∈ N.

• Když nekonečné slovo u = u0u1u2 . . . je invariantńı v̊uči primitivńı substituci ϕ, pak existuj́ı
konstanty K a H tak, že pro komplexitu a palindromickou komplexitu slova u plat́ı

C(n) ≤ Kn a P(n) ≤ H pro každé n ∈ N.

• Nekonečné slovo invariantńı v̊uči primitivńı substituci je uniformně rekurentńı.

• Když nekonečné slovo u = u0u1u2 . . . je invariantńı v̊uči primitivńı substituci ϕ na abecedě
A = {a1, a2, . . . , ak}, pak každé jeho ṕısmeno má definovanou hustotu, tj. existuje limita

ρ(ai) := lim
n→∞

počet ṕısmen ai ve slově u0u1 . . . un−1

n

Je-li (x1, x2, . . . xk) Perron̊uv vlastńı vektor matice M> transponované k matici substituce
M , je hustota rovna

ρ(ai) =
xi

x1 + x2 + . . . + xk

Všechny pojmy, které jsme zavedli pro morfizmy a substituce na jednostranných slovech, lze
analogicky definovat pro oboustranně nekonečná slova. Zmiňované vlastnosti jednostranných
slov invariantńıch na substituce plat́ı i pro oboustranná slova.

Nekonečné oboustranné slovo, které je invariantńı na primitivńı substituci může být geo-
metricky reprezentováno samopodobnou delonovskou množinou Λ pomoćı kladného Perronova
vlastńıho vektoru (y1, y2, . . . , yk) matice substituce M předpisem:

Každému ṕısmenu ai z abecedy A přǐrad́ıme délku `(ai) = yi a definujeme množinu Λ = {tn |
n ∈ Z} takto

t0 = 0, tn =
n−1∑
i=0

`(ui) for n ≥ 1, and tn = −
−1∑
i=n

`(ui) for n ≤ −1.

Takto definovaná množina Λ je delonovská a jej́ı faktor samopodobnosti je vlastńı č́ıslo λ př́ıslušné
k Perronovu vlastńımu vektrou (y1, y2, . . . , yk), tj.

λΛ ⊂ Λ

Tato geometrická reprezentace má nav́ıc velice d̊uležitou vlastnost: úseky množiny Λ odpov́ıdaj́ıćı
stejným ṕısmen̊um se po natažeńı faktorem samopodobnosti λ vyplňuj́ı prvky množiny Λ stejně,
tj. když un = um, pak

[λtn, λtn+1] ∩ Λ = [λtm, λtm+1] ∩ Λ + posunut́ı
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Na druhé straně, má-li tuto vlastnost nějaká samopodobná delonovská množiny, pak lze naj́ıt
netriviálńı substituci, v̊uči které je slovo kóduj́ıćı tuto množinu invariantńı.

Následuj́ıćı obrázek ilustruje geometrickou reprezentaci oboustranně nekonečného slova v binárńı
abecedě, které je invariantńı v̊uči substituci ϕ(1) = 110 a ϕ(0) = 10. Touto substitućı nageneru-
jeme nejdř́ıve slovo

0|1 7→ 10|110 7→ 11010|11011010 7→ . . .

Matice substituce a jej́ı Perron̊uv vektor (y1, y2) a Perronovo vlastńı č́ıslo λ jsou

M =

(
1 1

1 2

)
, (y1, y2) =

(
1,

1 +
√

5

2

)
.
= (1, 1.602) λ =

3 +
√

5

2
.
= 2.602

Pro délky ṕısmen tedy voĺıme `(0) = 1 a `(1)
.
= 1.602.
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5.1 Invariantnost v̊uči substituci u slov přǐrazených C&P množinám

Otázka, kdy je slovo kóduj́ıćı C&P množinu invariantńı v̊uči netriviálńı, tj. neidentickou, sub-
stituci neńı zdaleka ještě výřešena.

Jak jsme už řekli, slova (un)n∈Z přǐrazené k C&P množinám, které maj́ı pouze dvě vzdálenosti
mezi sousedńımi body, jsou sturmovská a lze je vyjádřit pomoćı funkce dolńı resp. horńı celé
části. Uvažujme bez újmy na obecnosti

un = b(n + 1)α + βc − bnα + βc pro každé n ∈ Z. (6)

pro nějaké α, β ∈ [0, 1), kde α je iracionálńı.
Než se pust́ıme do invariantnosti v̊uči substituce u sturmovských slov, je třeba vyjasnit otázku,

které morfizmy v̊ubec zachováváj́ı sturmovskost slova. Zachovávat sturmovskost lze v silněǰśım
i slabš́ım smyslu:

• morfizmus ϕ nazveme sturmovský, když pro každé sturmovské slovo u je ϕ(u) také stur-
movské slovo;
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• morfizmus ϕ nazveme lokálně sturmovský, když existuje sturmovské slovo u takové, že ϕ(u)
je také sturmovské slovo.

Př́ımo z definice plyne, že složeńı dvou sturmovských morfizmů je opět strumovský morfiz-
mus, a tedy sturmovské morfizmy tvoř́ı monoid s jednotkovým prvkem identickým morfizmem.
Složitěǰśı je ukázat, že do tohoto monoidu patř́ı tyto tři morfizmy:

ψ1 :

{
ψ1(0) = 01
ψ1(1) = 0

, ψ2 :

{
ψ2(0) = 01
ψ2(1) = 0

a ψ3 :

{
ψ3(0) = 1
ψ3(1) = 0

,

a tedy i všechny jejich možné kompozice. Označme tuto množinu St, což obvykle matematicky
zapisujeme

St = 〈ψ1, ψ2, ψ3〉 .

Úplný popis morfizmů zachovávaj́ıćıch sturmovské slova našli Mignosi a Séébold [32].

Věta: Necht’ ϕ je morfizmus. Pak následuj́ıćı tři tvrzeńı jsou ekvivalentńı

ϕ ∈ St ⇐⇒ ϕ je sturmovský ⇐⇒ ϕ je lokálně sturmovský.

Př́ımým d̊usledkem této věty je, že substituce, vzhledem ke které je invariantńı nějaké sturmovské
slovo, se dá nagenerovat z morfizmů ψ1, ψ2 a ψ3. Nav́ıc matice těchto morfizmů ( 1 1

1 0 ) a ( 0 1
1 0 )

maj́ı determinant rovný -1 (poznamenejme, že matice pro ψ1 a ψ2 jsou totožné). Je známé, že
tyto matice generuj́ı monoid nezáporných celoč́ıselných matic s determinantem ±1.

Otázka samotné invariantnosti vzhledem k substituci u sturmovských slov byla vyřešena
nejdř́ıve v [14] pro tzv. homogenńı sturmovská slova, tj. pro slova tvaru (6) s parametrem
β = 0.

Věta: Homogenńı sturmovské slovo s parametrem α ∈ (0, 1) je invariantńı vzhledem k netriviálńı
substituci právě tehdy, když α je kvadratická iracionalita a jej́ı konjugovaný prvek α′ /∈ (0, 1).

Kvadratická iracionalita α ∈ (0, 1), pro kterou jej́ı konjugovaný prvek α′ nelež́ı v (0, 1), se od té
doby nazývá sturmovské č́ıslo. Je však zaj́ımavé, že v samotném článku [14] bylo sturmovské č́ıslo
definované daleko komplikovaněǰśım zp̊usobem jako č́ıslo, kterého rozvoj do řetězového zlomku
má tvar α = [0, 1, a0, (a1, . . . , ak)

ω] s ak ≥ a0 nebo tvar α = [0, 1+a0, (a1, . . . , ak)
ω] s ak ≥ a0 ≥ 1.

Že se dá definice sturmovského č́ısla přepsat elegantńım zp̊usobem, je ukázano nezávisle na sobě
r̊uznými zp̊usoby v [2] a [6].

Invariantnost vzhledem k substituci pro obecná sturmovská slova je vyřešena v [41] a [5].

Věta: Necht’ α je iracionálńı č́ıslo α ∈ (0, 1) a β ∈ [0, 1). Sturmovské slovo s parametry α a β
je invariantńı vzhledem k netriviálńı substituci právě tehdy, když jsou splněny tři podmı́nky:

(i) α je kvadratická iracionalita s konjugovaným prvkem α′ /∈ (0, 1),

(ii) β ∈ Q[α],

(iii) α′ ≤ β′ ≤ 1−α′ nebo 1−α′ ≤ β′ ≤ α′, kde β′ je obraz č́ısla β při Galoisovském automorfizmu
v tělese Q[α].
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Na rozd́ıl od binárńıch C&P slov, které se shoduj́ı se sturmovskými slovy, je otázka invari-
antnosti vzhledem k substituci pro ternárńı C&P slova prostudována zat́ım jenom částečně.
Proč nelze zobecnit metody použity pro binárńı C&P slova na ternárńı? U binárńıch slov se
podařilo dokázat, že když C&P slovo je invariantńı vzhledem k substituci, tak př́ıslušná C&P
množina a geometrická reprezentace slova vzniklá ze substituce jsou až na multiplikačńı faktor
totožné. Tato vlastnost je kĺıčová pro nalezeńı substituce. Pro ternárńı slova se nám stejné
tvrzeńı podařilo dokázat jenom za předpokladu nenulovosti determinantu substitučńı matice. U
binárńıch slov v́ıme, z věty o morfizmech, že determinant matice substituce sturmovského slova
je vždy nenulový, dokonce ±1. Pro ternárńı slova lze odvodit, že determinant je 0 nebo ±1.

Když se omeźıme na substitučńı matice ternárńıch slov s nenulovým determinantem, tak
umı́me ukázat, že tyto matice patř́ı do podivného monoidu matic

T :=
{
M ∈ Z3×3 : M ≥ 0, det M = ±1 a (1,−1, 1) je levý vlastńı vektor matice M

}

Bylo by zaj́ımavé určit, zda tento monoid má konečný počet generátor̊u.
Aby situace nebyla jednoduchá, podařilo se nám naj́ıt ternárńı slova, která jsou invariantńı

vzhledem k substituci, a přitom matice substituce má determinant 0. Všechny tyto př́ıklady jsou
však v jistém smyslu patologické: slova nemaj́ı maximálńı možnou komplexitu.

Původńı motivaćı pro hledáńı substituce, vzhledem ke které je C&P slovo invariantńı, byla
možnost rychlého symbolického generováńı C&P množin Λε,η(Ω). Pro tento účel se dá využ́ıt
i slabš́ı vlastnost než invariance na substituci, totiž substitutivita. Definice, kterou uvedeme,
pocháźı od Duranda [19].

Řekneme, že nekonečné slovo u v abecedě A je substitutivńı, když existuje nekonečné slovo v
v abecedě B a zobrazeńı ψ z abecedy B do abecedy A tak, že v je invariantńı vzhledem k nějaké
netriviálńı substituci ϕ na B a

· · ·ψ(v−2)ψ(v−2)|ψ(v0)ψ(v1)ψ(v2) · · · = · · · u−2u−1|u0u1u2 · · ·

Když nav́ıc substituce ϕ je primitivńı, tak slovo u nazýváme primitivně substitutivńı.

Když slovo u je substitutivńı, můžeme substitućı ϕ nagenerovat rychle slovo v v obvykle
větš́ı abecedě B a pak záměnou ṕısmen abecedy B za ṕısmena abecedy A podle zobrazeńı ψ
dostaneme p̊uvodńı slovo u. Popis ternárńıch C&P slov, které jsou substitutivńı lze odvodit z
článku Adamczewského [1].

Věta: Necht’ Ω = [c, d) je omezený interval. Nekonečné slovo uε,η(Ω) je primitivně substitu-
tivńı právě tehdy, když ε je kvadratická iracionalita a hraničńı body c a d intervalu Ω patř́ı do
kvadratického tělesa Q[ε].

5.2 Invariantnost v̊uči substituci u slov přǐrazených β-celým č́ısl̊um

Připomeňme, že β-celá č́ısla Zβ, které lze kódovat konečnou abecedou, jsou pouze ta, kde β je
Parryho č́ıslo, tj. Rényiho rozvoj jedničky dβ(1) je od jistého mı́sta periodický. Rozvoj dβ(1)
může tedy být dvoj́ıho druhu
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i) od jistého mı́sta jsou všechny koeficienty ti nulové, tj. dβ(1) = t1t2 . . . tm, kde tm 6= 0.

V tomto př́ıpadě je abeceda nekonečného slova m prvková A = {0, 1, . . . , m− 1}.
ii) rozvoj má nenulovou periodu, tj. dβ(1) lze zapsat ve tvaru t1t2 · · · tm(tm+1 · · · tm+p)

ω. Délka
předperiody m ani periody p neńı daná jednoznačně. Zvolme m a p jako nejmenš́ı č́ısla,
která tento zápis dovoluj́ı. Pak zřejmě tm 6= tm+p.

V tomto př́ıpadě je abeceda nekonečného slova m+p prvkováA = {0, 1, . . . , m−1,m, . . . , p}.
Pro slova uβ je velice jednoduché dokázat, že jsou invariantńı na substituci, a to konkrétně:

i) když dβ(1) = t1t2 . . . tm, pak uβ je invariantńı na substituci ϕβ = ϕ danou předpisem:

ϕ(0) = 0t11
ϕ(1) = 0t22

...
ϕ(m− 2) = 0tm−1(m− 1)
ϕ(m− 1) = 0tm

(7)

ii) když dβ(1) = t1t2 · · · tm(tm+1 · · · tm+p)
ω, pak uβ je invariantńı na substituci ϕβ = ϕ danou

předpisem:

ϕ(0) = 0t11
ϕ(1) = 0t22

...
ϕ(m + p− 2) = 0tm+p−1(m + p− 1)
ϕ(m + p− 1) = 0tm+pm

(8)

V obou př́ıpadech má substituce jediný pevný bod a to samotné slovo uβ

uβ = lim
n→∞

ϕn
β(0).

Lze ukázat, že matice těchto substitućı jsou primitivńı, a proto slova uβ maj́ı všechny pěkné
vlastnosti, které primitivnost substituce zaručuje.

5.3 Závěry a výhledy

Kombinatorika na nekonečných slovech je velice mladý obor a většina výsledk̊u neńı starš́ı než 20
let. Zat́ım je ve fázi, kdy se překotně hromad́ı definice nových pojmů a tvrzeńı o nich, zkoumá se
jejich provázanost a hlavně se hledaj́ı daľśı aplikace, a t́ım i daľśı zdroje ”rozumných” problémů.
Proto nepřekvaṕı, že zat́ım ani neexistuj́ı ucelené učebńı texty, které by se sice nesnažily o
úplný výčet známých výsledk̊u se všemi detaily, ale které by dokázaly z r̊uznorodých oblast́ı
kombinatoriky na slovech seskupit to, co je spojeno společnou dokazovaćı technikou, a současně
extrahovat výsledky, které do budoucna maj́ı šanci na daľśı zobecňováńı. Přitom kombinatorika
na slovech se jev́ı býti rájem pro aplikace vět i z navzájem odlehlých oblast́ı matematiky.

Pro studenty, kteř́ı absolvovali přednášky z teorie matic, teorie č́ısel, teorie graf̊u a obecné alge-
bry, může kombinatorika na slovech posloužit jako daľśı oblast prokazuj́ıćı užitečnost a životnost
všech těchto teoríı.

25



V přednášce jsme se zmı́nili jenom o některých základńıch pojmech kombinatoriky na slovech
a ani u nich jsme si nepoložili všechny otázky, které se hned nab́ızej́ı. Důvod byl často stejný:
uspokojivé odpověd́ı zat́ım scházej́ı. Pro ilustraci uved’me několik z nich:

• Pro které primitivńı substituce je jejich geometrická reprezentace meyerovská množina?

• Pro která č́ısla β je množina β-celých č́ısel meyerovská nebo alespoň delonovská?

• Jak charakterizovat morfizmy, které každé ternárńı C&P slovu zobraźı na nějaké ternárńı
C&P slovo? Jak charakterizovat matice těchto morfizmů? Kolik r̊uzných morfizmů má
stejnou matici?

• Existuje explicitńı popis n-tého bodu C&P množiny se třemi typy mezer mezi sousedy,
obdobný tomu, který existuje pro C&P množiny se dvěma typy mezer?

• Při popisu krystalografické mř́ıžky hraje hlavńı úlohu grupa lineárńıch transformaćı, na
kterou je mř́ıžka invariantńı. Jakými transformacemi lze charakterizovat C&P množinu?

Většinu d̊uležitých pojmů studovaných v kombinatorice na slovech jsme ani nezmı́nili, např.
aritmetická komplexita slova (hraje významnou roli při použit́ı slova pro konstrukci aperiodických
generátor̊u náhodných č́ısel); balancovanost slova (pomáhá určit časovou a prostorovou složitost
algoritmů pro aritmetické operace na β-celých č́ıslech), v́ıcerozměrné substituce spojené s aperi-
odickým dlažděńım prostoru konečným počtem dlaždic, popis hustoty jednotlivých faktor̊u slova
atd. Do zkoumáńı všech těchto otázek je zapojen velký počet matematik̊u a odborńık̊u z oblasti
teoretické computer science včetně českých. Naš́ı snahou by mělo být źıskat pro tuto oblast co
nejv́ıce mladých lid́ı, abychom se v budoucnu mohli těšit na daľśı hezké výsledky v kombinatorice
na slovech.
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[27] L.S. Guimond, Jan Patera, Jǐŕı Patera, Statistical properties and implementation of aperiodic
pseudorandom number generators, Appl. Numer. Math. 46 (2003), 295–318.

[28] A. Hof, O. Knill, B. Simon, Singular continuous spectrum for palindromic Schrödinger op-
erators, Commun. Math. Phys. 174 (1995), 149-159.

[29] J.C. Lagarias, Geometric models for quasicrystals I. Delone sets of finite type, Discrete
Comput. Geom. 21 (1999), 161–191.

[30] J.C. Lagarias, Mathematical quasicrystals and the problem of diffraction, in Directions in
mathematical quasicrystals, CRM Monogr. Ser. 13, Amer. Math. Soc., Providence, RI,
(2000), 61–93.

[31] M. Lothaire, Algebraic combinatorics on words, Cambridge University Press 2002.
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