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Summary 
 
System identification deals with the building dynamic models. Models describe 
relationships between measured signals. This paper concerns the selection of a 
proper model of the technological process appropriate for control purposes. 
Since the considered technological process is stochastic, probability theory is 
used for this purpose. In the first part of the paper the Bayesian approach to 
statistics (based on subjective interpretation of probability) is briefly described. 
The paper further concerns the selection of a proper model structure and 
parameter estimation within a given model structure. This is done on the basis of 
the observation of measured inputs and outputs of the technological process. 
How to apply the Bayesian approach to the identification of the technological 
process described by means of the linear model with unknown parameters and 
with the normal distribution of a stochastic component (�noise�) is presented at 
the end of this paper.  
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Souhrn 
 
Identifikace systémù se zabývá vytváøením dynamických modelù. Modely 
popisují vazby mezi mìøenými signály. Pøedná�ka je vìnována výbìru modelu 
technologického procesu vhodného pro návrh øízení. Jeliko� uva�ovaný 
technologický proces je stochastický, je vyu�ita teorie pravdìpodobnosti pro 
tento zámìr. V první èásti pøedná�ky je struènì popsán bayesovký pøístup ke 
statistice (zalo�ený na subjektivním pojetí pravdìpodobnosti). Dal�í èást 
pøedná�ky se zabývá výbìrem vhodné struktury modelu a odhadem parametrù 
v rámci dané struktury na základì dat zmìøených na technologickém procesu. 
Jak pou�ít bayesovský pøístup pøi identifikaci technologického procesu 
popsaného pomocí lineárního modelu s neznámými parametry a s normálním 
rozdìlením stochastické slo�ky (��umem�) je uvedeno na konci pøedná�ky. 
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Equation Chapter 1 Section 1 
1. Úvod 
 
 Ka�dý z nás musí bìhem dne uèinit celou øadu rozhodnutí, která následnì 
urèují na�e chování. Pøitom na�e rozhodnutí závisí na individuálním posouzení 
svých mo�ností, situace, ve které se nalézáme, a po�adovaném cíli. Jedná se o 
rozhodnutí typu co, kdy a jak udìlat. Ve své mysli si vytváøíme vìdomì èi 
nevìdomì modely situací za úèelem odhadu budoucích dùsledkù na�ich 
rozhodnutí. Výbìr urèité varianty závisí na po�adovaném cíli a zvoleném 
kriteriu optimality, které vìdomì èi nevìdomì volíme a je� odrá�í subjektivní 
vyhodnocení budoucího vývoje pro na�e rùzná rozhodnutí. 
 
 Pøi odhadu budoucích dùsledkù na�ich rozhodnutí vycházíme 
z dosavadních zku�eností. Informace, které získáváme o okolním prostøedí nám 
pomáhají k lep�ímu pochopení dìjù okolního svìta a k pøesnìj�ímu odhadu 
budoucího vývoje. Poznávací proces zamìøený na ztoto�nìní pøedstav a 
poznatkù subjektu (pozorovatele) se zkoumaným objektem se nazývá 
identifikace. 
 
 Stejný postup je vyu�íván i pøi návrhu øízení technologických procesù. 
Chceme-li technologický proces øídit musíme být schopni odhadnout jeho 
chování pro uva�ovanou strategii øízení. Pomocí identifikace technologického 
procesu mù�eme nalézt matematický model procesu. Matematické vyjádøení 
popisující vztahy mezi systémovými promìnnými, napø. pomocí diferenciálních 
nebo diferenèních rovnic, umo�òuje pøedpovídat chování technologického 
procesu pro rùzné strategie øízení a tím i umo�òuje na základì zvoleného kriteria 
optimality odhadnout optimální øízení. 
 
 Pro popis soustavy tj. urèení matematického modelu technologického 
procesu lze pouze výjimeènì nalézt dostateènì jednoduchý a spolehlivý model 
soustavy pomocí matematicko-fyzikální analýzy aplikací základních fyzikálních 
zákonù, nebo� touto cestou získaný model bývá vìt�inou pøíli� slo�itý a nelze ho 
proto pou�ít pøímo pro syntézu algoritmù øízení a je nutno ho zjednodu�it. 
Dosud neexistuje dostateènì obecná a spolehlivá metoda aproximace, která by 
zaruèovala po�adovanou shodu chování pùvodního a zjednodu�eného modelu 
v uzavøeném zpìtnovazebním obvodu s regulátorem, který má být teprve urèen. 
Pøipoèteme-li k tomu neurèitosti ve fyzikálním popisu procesu ( nepøesnosti 
v urèení empirických koeficientù, soustøedìní parametrù atd.) a uvá�íme-li 
existenci náhodných vlivù s neznámými statistickými charakteristikami, které se 
u vìt�iny prùmyslových procesù výraznì projevují, dostaneme realistický obraz 
o mo�nostech tohoto postupu pro identifikaci technologických procesù k získání 
matematického modelu pro syntézu øízení. 
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 Na rozdíl od matematicko-fyzikální analýzy praktické zku�enosti 
s experimentální identifikací ukazují, �e se èasto vystaèí s relativnì 
jednoduchými modely, jestli�e se jejich parametry urèují pøímo v pracovních 
podmínkách, ve kterých má být model vyu�íván. Model procesu má 
pøedstavovat takové zjednodu�ení chování procesu, které zachovává jeho 
podstatné vlastnosti vzhledem pou�itému regulátoru a k cílùm øízení. Je chybou 
si pøedstavovat, �e existuje jediný nejlep�í model procesu. Pøi seøizování PID 
regulátoru v praxi napøíklad èasto postaèuje model, který charakterizuje zesílení 
s dominantní èasovou konstantou. Pro øízení soustavy pøi velkém rozsahu 
pracovního bodu bychom mìli znát i její nelineární charakteristiku. Zatímco pro 
návrh regulátoru deterministického procesu staèí deterministický model 
soustavy, pøi øízení stochastických procesù musí model vystihovat jak soustavu 
tak i poruchu (stochastickou slo�ku). Vidíme, �e na model jsou kladeny velmi 
rùzné po�adavky. Na druhé stranì na�e výpoèetní mo�nosti ovlivòují strukturu i 
slo�itost modelu a pro syntézu algoritmu øízení vìt�inou potøebujeme znát 
lineární model procesu, proto�e slo�itìj�í modely (nelineární) obecnì vyu�ít 
neumíme.  
 
 Pøi matematickém modelování technologických procesù zatí�ených 
náhodnými vlivy a neurèitostmi je vhodnìj�í popsat závislost mezi mìøenými 
vstupy a výstupy stochastickou transformací ne� deterministickou závislostí, 
nebo� deterministické metody identifikace neumo�òují kvantitativnì ohodnotit 
kvalitu odhadu parametru resp. struktury modelu a je vhodnìj�í je aplikovat 
v pøípadech, kdy vliv náhodných poruch a neurèitostí je zanedbatelný, co� pro 
pøípad modelování obecného technologického procesu nelze pøedpokládat. 
 
 Z vý�e uvedeného dùvodu je dále popsán pravdìpodobnostní (Bayesùv) 
pøístup k identifikaci, kdy se chápou neznámé velièiny jako náhodné velièiny 
s daným apriorním rozlo�ením pravdìpodobnosti na mno�inì mo�ných jejich 
hodnot. Identifikace pak spoèívá v urèování aposteriorních rozlo�ení 
pravdìpodobností tìchto velièin podmínìných pozorováními provedenými na 
soustavì. Tento pøístup  
 umo�òuje získat popis vnìj�ího chování soustavy v ka�dém èasovém 

okam�iku 
 nevy�aduje stacionaritu identifikovaného procesu 
 neznámé parametry neodhaduje, ale poèítá aposteriorní rozlo�ení 

pravdìpodobnosti tìchto parametrù 
 umo�òuje vlo�it apriorní informaci 
 soustøeïuje pozornost u�ivatele na modelování jeho specifického problému a 

nikoliv na výbìr statistické metody 
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Uvedenému pravdìpodobnostnímu pøístupu k identifikaci je dána pøednost pøed 
statistickým pøístupem, nebo� statistický pøístup k identifikaci má nìkteré 
omezení (viz.[10], [11]) napø. 
 vìt�ina závìrù platí pouze asymptoticky 
 výsledky identifikace nejsou korektnì vyu�itelné pro syntézu regulátorù 
 
 Moderní axiomatická teorie pravdìpodobnosti je exaktní nástroj, který 
umo�òuje pracovat s matematickými modely a èíselnými daty, co� je pro ní 
vstupem. To znamená, �e teoretické výsledky jsou pouze logickým dùsledkem 
tìchto vstupù. Jeliko� návrháø identifikaèní èásti vná�í do ní subjektivní prvky, 
jako je napø. pøedpoklad struktury, poèáteèních podmínek apod., musí i výsledky 
identifikace, kterými jsou aposteriorní rozlo�ení pravdìpodobnosti sledovaných 
velièin, odrá�et tyto subjektivní prvky. Takto chápaná pravdìpodobnost bývá 
oznaèována jako subjektivní pravdìpodobnost [9],[11],[13]. Z pøedchozího je 
zøejmé, �e toto pojetí nezastírá, ale naopak vyu�ívá pøítomnosti subjektivních 
prvkù, je tedy vlastnì objektivnìj�í ne� interpretace jiné (napø. chápání 
pravdìpodobnosti jen jako relativní èetnost tohoto jevu). Pøitom ka�dý 
teoretický výsledek bayesovské teorie je pouze logickým dùsledkem apriorních 
pøedpokladù a pozorovaných dat, viz obr.1.1. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr.1.1 
 
 Bayesovský pøístup k identifikaci náhodných a neúplnì známých 
dynamických systémù je v Èeské republice dlouhodobì rozvíjen v Ústavu teorie 
informace a automatizace Akademie vìd Èeské republiky. Zde dosa�ené 
teoretické i praktické výsledky s mezinárodním ohlasem byly prezentovány 
èetnými èlánky, konferenèními pøíspìvky, výzkumnými zprávami, semináøi a 
pøedná�kami. K publikacím, které podávají ucelený pøehled obdr�ených 
výsledkù z této oblasti napø. patøí [13],[9]. 

bayesovská teorie 

apriorní pøedpoklady 

pozorovaná data 

výsledky 
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Equation Chapter (Next) Section 1 
2. U�itá symbolika 
 
 Uvedeme pouze nejdùle�itìj�í dohody platné v celém výkladu. 
 
 Vzhledem k snadnìj�ímu vyjadøování a jeliko� to nemù�e vest 
k nedorozumìní, nebudeme rozli�ovat oznaèení náhodné promìnné nebo 
události, její realizace a pøíslu�né promìnné v pravdìpodobnostním rozdìlení.  
Kvùli vytvoøení jednotného tvaru obecných vztahù budeme pou�ívat ( )p x , jak 
pro rozdìlení pravdìpodobnosti, jestli�e x  je diskrétní náhodná promìnná, tak i 
pro hustotu pravdìpodobnosti, jestli�e x  je spojitá náhodná promìnná. Z tého� 
dùvodu je tøeba integrály v obecných vztazích nahradit koneèným souètem, 
jestli�e jde o integrály vztahující se k náhodné promìnné diskrétního typu, je� 
mù�e nabýt jedinou hodnotu z koneèného poètu mo�ných hodnot. 
 

(. | .)p  znaèí podmínìnou hustotu (rozdìlení) pravdìpodobnosti; argumenty 
dosazené na místa rezervované teèkami, budou udávat o kterou 
hustotu (rozdìlení) pravdìpodobnosti se konkrétnì jedná. První 
argument indikuje náhodnou promìnou (událost), které se hustota 
(rozdìlení) pravdìpodobnosti týká a argument za svislou èarou je 
vyhrazen pro podmínku, tj. pro vyznaèení tìch náhodných velièin 
(událostí), které jsou v uva�ované hustotì (rozdìlení) 
pravdìpodobnosti fixní (jejich realizace jsou známé) 

( , )p x y  sdru�ená hustota (rozdìlení) pravdìpodobnosti náhodných velièin ,x y  
[. | .]E  podmínìná støední hodnota 

 1 2, , , nx x x         je mno�ina tvoøená prvky 1 2, , , nx x x  

  rovnost a� na normalizující faktor 
 : ( )x V x  znaèí mno�inu v�ech x , které mají vlastnost ( )V x  

t  diskrétní èas 

tx  velièina x  v diskrétním èase t  
j

ix  èasová posloupnost velièiny x  od diskrétního èasu i do diskrétního 

èasu j i ,tj. 1, , ,j
i i jix x x x   ; pro pøípad 1i   místo 1

jx budeme 

psát jx  
TA  transpozice matice A  

| |A  determinant matice A  
( )tr A  stopa matice A  

0A   matice A je pozitivnì definitní 
0A   matice A  je pozitivnì semidefinitní 
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( )

x

p x dx

  integrace na  mno�inì x ,  kde x  znaèí mno�inu  v�ech mo�ných   

reálných hodnot x  
 
 Pøi odvozování potøebných vztahù budeme èasto vyu�ívat ní�e uvedené 
oznaèení následujících 2 pravidel z teorie pravdìpodobnosti [3],[9],[13]: 
Pravidlo marginalizace (integrace, eliminace). Marginální podmínìná hustota 
pravdìpodobnosti ( | )p a c  mù�e být získána z podmínìné hustoty 
pravdìpodobnosti ( , | )p a b c  integrací pøes b  tj. mno�inu v�ech mo�ných 
hodnot náhodné velièiny ba tedy platí 
 ( | ) ( , | )

b

p a c p a b c db


   (2.1) 

Pravidlo násobení. Sdru�ená hustota pravdìpodobnosti ( , | )p a b c  mù�e být 
vyjádøena jako souèin hustoty pravdìpodobnosti ( | , )p a b c  a hustoty 
pravdìpodobnosti ( | )p b c , nebo-li 
 ( , | ) ( | , ) ( | )p a b c p a b c p b c   (2.2) 
 
 Pro identifikaci technologického procesu budeme vyu�ívat bayesovský 
(subjektivnì pravdìpodobnostní) pøístup, který pravdìpodobnost chápe jako 
subjektivní míru jednotkové statistikovy dùvìry rozdìlené na mno�inì mo�ných 
hodnot, kterých náhodná promìnná mù�e nabýt. V bayesovském pohledu pøitom 
ka�dá náhodná promìnná mù�e nabýt pouze jednu hodnotu. Jestli�e zjistíme 
hodnotu náhodné promìnné, pak tato promìnná se zmìní v èíslo.  
 
 Zakladatelem uvedeného bayesovské statistiky je reverend Thomas 
Bayes, který je i autor tzv. Bayesova vzorce 

 
( | ) ( ) ( | ) ( )

( | )
( ) ( | ) ( )

a

p b a p a p b a p ap a b
p b p b a p a da



 
 


, (2.3) 

je� snadno odvodíme pomocí vztahù (2.1) a (2.2) 
 
Dal�í ménì èastá znaèení zavedeme a� na místech, kde je budeme potøebovat. 
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 Equation Chapter (Next) Section 1 
3. Pravdìpodobnostní popis technologického procesu 
 
 Subjektivnì pravdìpodobnostní metodiku uvedenou v pøedchozí èásti na 
pou�ijeme v následující èásti. 
 Pøedpokládejme, �e máme za úkol øídit technologický proces, kdy úkolem 
automatizovaného øízení je udr�ovat urèitý soubor regulovaných velièin na 
pøedepsaných hodnotách. Tím se zaji��uje stabilizace urèitého pracovního 
re�imu výrobního zaøízení, který je z nìjakého dùvodu optimální a na který bylo 
výrobní zaøízení navr�eno. Je pøirozenou snahou provozovatele udr�ovat 
kontinuální výrobní proces v takovém re�imu co nejlépe, tj. udr�ovat vybraný 
soubor velièin v tolerancích daných normami kvality výrobku a technicko-
ekonomickými po�adavky provozu. Úkolem identifikace daného 
technologického procesu je stanovit matematický model vhodný pro syntézu 
øízení. 
 Pro názornost si mù�eme pøedstavit napøíklad skláøský tavící agregát 
urèený pro výrobu nekoneèných sklenìných vláken (viz. obr.3.1), kde probíhá 
souèasnì velké mno�ství interakcí a na�í snahou je získat co nejvíc kvalitních 
informací o prùbìhu procesu výroby. Av�ak pro jejich získání existuje prakticky 
pouze omezená mno�ina parametrù skláøského tavícího agregátu, které lze zjistit 
mìøením. Jde pøedev�ím o teploty, tlaky, vý�ku hladiny skloviny a chemické 
slo�ení spalin. Pøitom rozhodující vliv na jakost skloviny má nastavení 
optimálního teplotního profilu skláøského tavícího agregátu. Tento základní 
parametr je ovlivòován pøedev�ím jakostí topných médií, tepelnými a tlakovými 
podmínkami, prùbìhem spalování a vý�kou hladiny (viz. obr. 3.2). 
  V bì�né praxi technolog pøedepí�e, jaké mají být základní parametry 
skláøského agregátu v statickém re�imu provozu a úkolem øízení je udr�et 
proces v okolí pøedepsaného pracovního bodu.  

 Obr.3.1 Jednostupòová výroba nekoneèných sklenìných vláken 
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Obr.3.2 Základní velièiny ovlivòující kvalitu skloviny  

 Pro úèely obecného popisu technologického procesu proto uva�ujme, �e 
stochastická soustava S , je� je pøedmìtem na�eho studia, je øízena èíslicovým 
regulátorem R  (viz obr.3.3), který má mo�nost na ní pùsobit prostøednictvím 
èasové posloupnosti èíselného v -rozmìrného vektoru v  tj.  1 2 3, , ......v v v . Na 

soustavì S  lze dále mìøením získat èasovou posloupnost y - rozmìrné èíselné 

velièiny y  tj.  1 2 3, , ,y y y  , je� budeme nazývat výstupem procesu. Pøíslu�né 
èíslico-analogové pøevodníky a akèní èleny zahrneme do øízené soustavy S .  
 V dal�ím budeme pøedpokládat ,�e èíslicový poèítaè mù�e k výpoètu 
akèního zásahu tv  pou�ít pouze èíselné vektory 1 1,t ty v   a star�í, kde t  znaèí 
diskrétní èas. 

 
Obr.3.3 Stochastická soustava S  øízená èíslicovým regulátorem R  

 
 Ka�dý reálný proces pøesnì vzato má koneèné trvání. Prvnímu vzorku, 
který mù�eme na procesu pozorovat pøisuïme èasový index 1t  a poslednímu, 
který nás je�tì zajímá index Kt t . 
 Zaveïme oznaèení pro pozorované vstupy a výstupy procesu vztahující se 
k diskrétnímu èasu t  vztahem (3.1) 
  ,t t tD y v  (3.1) 

chem.homogenita 

slo�ení surovin 

navá�ení surovin 

vlhkost kmene 

fyz.homogenita 

teplotní pole pece 

homogenita kmene 

teplotní pole feedru 

poloha pìny 

podélná køivka 
teplot 

tlak v peci  

teplota v sekcích 

mno�ství paliva 

teplota v sekcích 

tlak v sekcích 

mno�ství paliva 
slo�ení spalin 

slo�ení spalin 

kvalita skloviny 

S 

R 

Cíl øízení 

v  y  
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 Jestli�e  známe vstupní-výstupní data a� do èasu 0t  vèetnì (viz Pozn.1), 
pak pro popis øízeného procesu pro úèely návrhu èíslicového øízení bychom pro 
libovolnou realizovatelnou strategii chtìli znát hodnoty vstupù a výstupù 

 0 01 2, , ,
Kt t tD D D   , kterou dle zavedeného oznaèení zapí�eme 

0 1
Kt

tD  . Je v�ak 

zøejmé, �e tento po�adavek je nerealistický, nebo� �ádný matematický model 
reálného procesu nemù�e dát takovou apriorní znalost s absolutní pøesností a je 
rozumné jej zmírnit na nalezení takového modelu procesu, který umo�òuje urèit 
hustotu pravdìpodobnosti 0

0 1( | )Kt t
tp D D  pro jakoukoliv pøípustnou strategii 

øízení. 
 
Pozn. 1: 
Pøedpoklad znalosti 0tD  není na újmì obecnosti, nebo� 0t  mù�e být rovno 0 , a 

tedy 0tD  je prázdná mno�ina. 
 
 Pou�itím pravidla násobení pro hustoty pravdìpodobnosti mù�eme 
hustotu pravdìpodobnosti 0

0 1( | )Kt t
tp D D upravit na tvar 

 0
0

0

1
1

1

( | ) ( | )
K

K
t

t t t
tt

t t
p D D p D D 


 

   (3.2) 

Dal�í úpravou vyu�itím pravidla násobení pro hustoty pravdìpodobnosti 
obdr�íme 

 1 1 1 1( | ) ( , | ) ( | , ) ( | )t t t t
t t t t t tp D D p y v D p y v D p v D       (3.3) 

a tedy 

 0
0

0

1 1
1

1

( | ) ( | , ) ( | )
K

K
t

t t t t
t t tt

t t
p D D p y v D p v D 


 

   (3.4) 

Hustoty pravdìpodobnosti, které vystupují na pravé stranì vztahu (3.4) mají 
následující interpretaci. Hustota 1( | )t

tp v D   vyjadøuje  popis strategie øízení, tj. 
transformaci obecnì stochastickou, kterou je vstup tv  urèen na základì známé 

minulé historie procesu. Zbývající hustota pravdìpodobnosti 1( | , )t
t tp y v D   

vyjadøuje závislost výstupu ty  na známé minulé historii procesu. Mno�ina 
podmínìných hustot 
 1

0 0( | , ) 1, 2, ,t
t t Kp y v D t t t t      (3.5) 

je tedy úplným pravdìpodobnostním popisem øízeného procesu z hlediska 
vnìj�ího pozorovatele. 
 Dále bude provádìna identifikace modelu charakterizující vlastnosti 
øízené soustavy tj. (3.5). 



14 

Equation Chapter (Next) Section 1 
4. Identifikace struktury modelu stochastické soustavy a odhad jeho 

parametrù 
 
 Shrneme-li úvahy uvedené ve 3.kapitole, je zøejmé, �e úkolem 
identifikace je urèení mno�iny podmínìných hustot pravdìpodobnosti (3.5). Pro 
urèení tìchto podmínìných hustot pravdìpodobnosti je v�ak tøeba znát strukturu 
a parametry modelu procesu. Pøi identifikaci proto rozli�íme dva kroky: 
 1.výbìr struktury modelu stochastické soustavy 
 2.odhad parametrù v rámci dané struktury modelu stochastické soustavy 
 
 Pøi  hledání struktury modelu stochastické soustavy tj. v na�em pøípadì 
technologického procesu, se setkáváme výjimeènì s tím, �e lze urèit strukturu 
modelu jednoznaènì a je proto tøeba nalézt postup, který by nám pomohl vybrat 
vhodnou strukturu modelu identifikovaného procesu.  
 Modelem systému M  budeme rozumìt jakýkoliv matematický popis 
soustavy, který definuje prostøednictvím koneènì rozmìrné mno�iny parametrù 
mno�inu podmínìných hustot  
 1( | , , )t

t tp y D v M       pro 0 01, 2, , Kt t t t     (4.1) 
Jeliko� M  se vyskytuje v podmínìné èásti této hustoty pravdìpodobnosti, 
znamená to, �e rùzné modely definují obecnì rùzné hustoty pravdìpodobnosti 
(4.1).Je zøejmé, �e model M  je specifikován strukturou a parametry modelu, 
kde struktura i parametry jsou zatím uva�ovány jako èasovì invariantní. 
    Oznaème M  mno�inu v�ech mo�ných modelù, které pøipadají v úvahu pro 
popis stochastické soustavy . Pak zøejmì 
 MM   (4.2) 
Z hlediska návrháøe, který je v pozici vnìj�ího pozorovatele, není tøeba pro 
predikci výstupu systému rozli�ovat modely, je� definují  pro 

0 1, , Kt t t   stejnou mno�inu hustot (rozdìlení) pravdìpodobnosti (4.1). 

 Nech� M  je model, který je matematickým obrazem identifikované 
soustavy ve smyslu stochastické transformace mezi vstupy a výstupy. 
Oznaèíme-li i H  hypotézu, �e M  má urèitou strukturu a pomocí i K  neznámé 
parametry tohoto modelu, potom modely této struktury s parametry z mno�iny 
mo�ných hodnot parametrù i K  definují tøídu modelù  i M .Dále 
pøedpokládejme, �e mno�ina M  mù�e být rozdìlena do r  modelových  tøíd tj. 

 
1

r

M i
i

    (4.3) 

a tedy mno�ina v�ech uva�ovaných hypotéz je  
   : , 1,2, ,i i iH H M i r      (4.4) 
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 V dal�ím budeme pøedpokládat, �e informace øídicího systému o 
neznámých parametrech a struktuøe modelu procesu není bohat�í ne� informace 
vnìj�ího pozorovatele. Tyto podmínky podle [11],[13] nazveme pøirozenými 
podmínkami øízení a lze je vyjádøit následujícím pøedpokladem 

 1 1 1
0 0( , , | ) ( | ) ( , | ) 1, 2, ,t t t

t i i t i i Kp v K H D p v D p K H D t t t t          (4.5) 
nebo-li tv  a ,i iH K  jsou podmínìnì nezávislé za podmínky, �e je známa minulá 
historie procesu obsa�ená v datech 1tD  .  
 Ze vztahu (4.5) je zøejmé, �e ho lze té� vyjádøit pomocí 
 1 1

0 0( | , , ) ( | ) 1, 2, ,t t
t i i t Kp v K H D p v D t t t t       (4.6) 

Z pravidla násobení dostaneme 

 1 1 1 1( , | , ) ( | ) ( | , , ) ( , | )t t t t
i i t t t i i i ip H K v D p v D p v H K D p H K D       (4.7) 

vzhledem k (4.6) pak vyplývá alternativní vztah  
 1 1

0 0( , | , ) ( , | ) 1, 2, ,t t
i i t i i Kp H K v D p H K D t t t t       (4.8) 

co� pøi slovním vyjádøení znamená, �e nezískáme informaci o struktuøe resp. 
parametrech modelu procesu pozorováním pouze vstupních velièin.  
 Pøirozené podmínky øízení jsou splnìny i kdy� vstup v  je generován v 
otevøené smyèce, kdy nezávisí ani na vlastnostech identifikovaného systému ani 
na výstupu y , ale pouze na své minulé historii. 
 Jak bylo ji� øeèeno vlastní identifikace stochastické soustavy spoèívá v 
urèení mno�iny podmínìných hustot (3.5). V na�em obecném pøípadì v�ak 
neznáme ani parametry ani strukturu modelu popisující stochastickou soustavu, 
ale pouze pøedpokládáme, �e máme k dispozici mno�inu hypotéz 

, 1,2, ,i H i r   o struktuøe modelu. Pokud neznáme ani koneèný poèet 
parametrù i K modelu, potom takto neúplnì urèený model definuje pouze 
hustoty pravdìpodobnosti 
 1

0 0( | , , , ) 1, 2, ,t
t t i i Kp y v D K H t t t t      (4.9) 

co� znamená, �e tato hustota pravdìpodobnosti náhodné velièiny ty  je zadána 
za podmínky, �e bude známo, která hypotéza pøedpokládá ekvivalentní strukturu 
modelu s modelem M  a souèasnì budou i známy té� hodnoty pøíslu�ných 
parametrù. 
 Pro urèení mno�iny hustot pravdìpodobnosti (3.5) pou�itím pøirozených 
podmínek øízení, pravidla marginalizace  a pravidla násobení  získáme vztah  
 1 1 1( | , ) ( | , , ) ( | )

M

t t t
t t t tp y v D p y v D M p M D dM  



    (4.10) 

kde 
   ,i iM K H  (4.11) 

Jeliko� hustotu pravdìpodobnosti 1( | , , )t
t tp y v D M  známe viz. (4.9), zbývá 

urèit 1( | )tp M D  . Vyu�itím pravidla násobení  platí 
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0 0
0

0
0

0 0
0

1
11

1
1

1
1

( | , ) ( | )
( | )

( | )

( | ) ( | , )

t tt
tt

tt
t

t tt
t

p D D M p M D
p M D

p D D

p M D p D D M











 

 

 (4.12) 

Dal�í úpravou vyu�itím pravidla násobení obdr�íme 

 0

0

1
1 1

1

( | ) ( | ) ( , | , )
t

tt

t
p M D p M D p y v D M


 

 
 

    (4.13) 

Jeliko� vzhledem k (4.6) platí 

 
1 1 1

1 1

( , | , ) ( | , , ) ( | , )

( | , , ) ( | )

p y v D M p y v D M p v D M

p y v D M p v D

  
    

 
  

  

 
 (4.14) 

pak z (4.13) a (4.14) získáme 

 0

0

1
1 1

1

( | ) ( | ) ( | , , )
t

tt

t
p M D p M D p y v D M


 

 
 

    (4.15) 

kde èlen 1( | )p v D
 je zahrnut  v multiplikativní konstantì . 

 Vztah (4.15), pomocí kterého mù�eme urèit hledanou podmínìnou 
hustotu pravdìpodobnosti 1( | )tp M D  , obsahuje na pravé stranì známé hustoty 

pravdìpodobnosti 1( | , , ),p y v D M
   0 01, 2, , 1t t t      a apriornì 

zvolenou hustotu pravdìpodobnosti 0( | )tp M D . Apriornì zvolená hustota 
pravdìpodobnosti pak odrá�í na�í subjektivní míru dùvìry v ten èi onen 
uva�ovaný model identifikované stochastické soustavy. Výpoèet 1( | )tp M D  lze 
pak chápat jako korekci subjektivního apriorního rozlo�ení pravdìpodobnosti tj. 

0( | )tp M D  objektivními daty. 
 
 Pro posouzení jednotlivých hypotéz o struktuøe modelu stochastické 
soustavy na základì zmìøených dat 1tD   potøebujeme urèit podmínìné 
rozdìlení pravdìpodobnosti 1( | ), 1,2, ,t

ip H D i r   . Pro tento úèel vyu�ijeme 
výsledný vztah (4.15), který lze vzhledem k zavedenému oznaèení (4.11) dále 
upravit pomocí pravidla eliminace  následujícím zpùsobem 

 0

0

1
1 1

1

( | ) ( , | ) ( | , , , )

Ki

t
tt

i i i i i i
t

p H D p K H D p y v D K H d K


 
 

 

    (4.16) 

Proto�e vzhledem k pravidlu násobení  platí 
 0 0 0( , | ) ( | , ) ( | )t t t

i i i i ip K H D p K H D p H D   (4.17) 
lze dosazením tohoto vztahu do (4.16) stanovit pro 1,2, ,i r   
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0 0

0

1

1
1

1

( | )

( | ) ( | , ) ( | , , , )

Ki

t
i

t
t t

i i i i i i
t

p H D

p H D p K H D p y v D K H d K






 
 



   
 (4.18) 

Zavedeme-li oznaèení  

 0

0

1
1

0
1

( 1, ) ( | , ) ( | , , , )

Ki

t
t

i i i i i i
t

I t t p K H D p y v D K H d K



 

 

     (4.19) 

pak 

 
0

0

1 0

0
1

( 1, ) ( | )
( | )

( 1, ) ( | )

t
t i i

i r
t

j j
j

I t t p H Dp H D
I t t p H D





 


 
 (4.20) 

 Výpoèet 1( | ), 1,2, ,t
ip H D i r    lze opìt chápat jako korekci na�eho 

subjektivního apriorního rozlo�ení pravdìpodobnosti (tj. 0( | )t
ip H D  a 

0( | , )t
i ip K H D , 1,2, ,i r  ) na prostoru mo�ných hodnot (hypotéz) 

objektivními daty. 
 Pøirozenì vyvstává otázka : Jak volit apriorní rozlo�ení pravdìpodobnosti, 
chceme-li �nechat mluvit data sama za sebe�?. Na�tìstí není tato otázka kritická, 
nebo� staèí volit apriorní rozlo�ení velmi ploché ( napø. normální s velkou 
dispersí a nulovou støední hodnotou). Chceme-li v�ak být extrémnì objektivní 
mù�eme zvolit rozlo�ení pravdìpodobnosti rovnomìrné po celém koneèném, 
av�ak jakkoliv rozlehlém prostoru mo�ných hodnot. 
 V na�em pøípadì bude celkem pøirozený apriorní pøedpoklad, �e v�echny 
hypotézy jsou stejnì mo�né a tedy pøedpokládat, �e 

 0
1

( | )t
ip H D

r
   pro 1,2, ,i r   (4.21) 

Vzhledem k (4.21) lze vztah (4.18) pro 1,2, ,i r   pøepsat na tvar 

 
0

0

1
1 1

1

0

( | ) ( | , ) ( | , , , )

( 1, )

Ki

t
tt

i i i i i i
t

i

p H D p K H D p y v D K H d K

I t t


 

 
 

  

 


 (4.22) 

Sna�íme-li se být extrémnì �objektivní� i pøi volbì apriorní hustoty 
pravdìpodobnosti 0( | , )t

i ip K H D  zvolíme jí s rovnomìrným rozdìlením 
pravdìpodobnosti na prostoru 

i K  tj. na koneènì rozmìrném prostoru mo�ných 
hodnot i K . Pak 
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0

0

( | , )       pro  

( | , ) 0       pro  

Ki

Ki

t
i i i i

t
i i i

p K H D c K

p K H D K

 

 
 (4.23) 

kde 1,2, ,i r   a pro i c  platí 

 
1

Ki

i
i

c
d K






 (4.24) 

Vztah (4.20) pak vzhledem k (4.21) a (4.24) pøechází na tvar 

 

0

1
1 1

1

( | ) ( | , , , )

Ki

t
t

i i i i i
t

p H D c p y v D K H d K


 
 

 

    (4.25) 

pro 1,2, ,i r   

 Znalost rozdìlení pravdìpodobnosti 1( | ),t
ip H D  1,2, ,i r   poskytuje 

racionální základnu pøi rozhodování o vhodné volbì struktury modelu 
stochastické soustavy. Souèasnì ale hned poznamenejme, �e pro predikci 
výstupu není nutné vybrat jednu strukturu modelu, ale je mo�né poèítat se v�emi 
uva�ovanými modelovými strukturami, které jsou uva�ovány jako mo�né, 
samozøejmì ale s váhami odpovídající jejich pravdìpodobnosti. 
 Zbývá nám odhadnout parametry modelu v rámci zvolené struktury, co� z 
hlediska uva�ovaného pravdìpodobnostního pøístupu k identifikaci znamená, �e 
potøebujeme urèit pøíslu�né hustoty pravdìpodobnosti 1( | , )t

i ip K D H , 

1,2, ,i r   na základì znalosti minulé historie procesu obsa�ené v datech 1tD  . 

 Pro urèení 1( | , )t
i ip K D H  lze opìt vyu�ít obecný vztah (4.13), ze 

kterého vzhledem k zavedenému oznaèení (4.11), pøirozeným podmínkám øízení 
a pravidlu násobení  plyne 

 
0 0

0

1 1 1

1
1

1

( , | ) ( | , ) ( | )

( | , ) ( | ) ( | , , , )

t t t
i i i i i

t
t t

i i i i i
t

p K H D p K H D p H D

p K H D p H D p y v D K H

  




 
 

  

   
 (4.26) 

Vynecháním normujícího èlenu nezávislém na i K  pomocí pøedchozího vztahu 

(4.26) obdr�íme hledanou hustotu pravdìpodobnosti 1( | , )t
i ip K D H  

 

0

0

1
1

11

0

( | , ) ( | , , , )

( | , )
( 1, )

t
t

i i i i
tt

i i
i

p K H D p y v D K H

p K D H
I t t




 
 







 (4.27) 

Výpoèet 1( | , )t
i ip K D H podle vztahu (4.27) lze opìt chápat jako korekci 

zvoleného apriorního pravdìpodobnostního rozdìlení 0( | , )t
i ip K H D  na 
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prostoru mo�ných hodnot objektivními daty. Chceme-li být extrémnì 
�objektivní� zvolíme 0( | , )t

i ip K H D  apriornì s rovnomìrným rozdìlením 
pravdìpodobnosti na prostoru 

i K  tj. na koneèném prostoru mo�ných hodnot 

i K  a tedy platí (4.23), (4.24).Vztah (4.27) vzhledem k pøedchozímu pak nabývá 
tvar 

 

0

1
1 1

1

( | , ) ( | , , , )
t

t
i i i i

t
p K D H p y v D K H


 

 
 

   (4.28) 

kde èleny nezávislé na i K  jsou opìt vynechány. 
 Jeliko� cílem systémového modelování je urèit budoucí výstup, potom 
prediktivní rozdìlení pravdìpodobnosti mù�e být vzhledem k pøirozeným 
podmínkám øízení (4.5) stanoveno následujícím postupem. 

 1 1 1

1

( | , ) ( | , , ) ( | )
r

t t t
t t t t i i

i
p y v D p y v D H p H D  



   (4.29) 

Pøi urèení 1( | , , )t
t t ip y v D H  vyjdeme z následující identity 

 1 1 1( | , , ) ( | , , , ) ( | , )

Ki

t t t
t t i t t i i i i ip y v D H p y v D K H p K D H d K  



   (4.30) 

Po dosazení za 1( | , )t
i ip K D H  z (4.27) obdr�íme 

 1 0

0

( , )
( | , , )

( 1, )
t i

t t i
i

I t tp y v D H
I t t

 


 (4.31) 

Dosazením do (4.29) za 1( | , , )t
t t ip y v D H  a 1( | )t

ip H D   pou�itím vztahù 
(4.31) a (4.20) získáme hledaný vztah pro predikci výstupu 

 

0

0

0
1 1

0 0

0
1

( , ) ( | )

( | , ) 1, 2,...,

( 1, ) ( | )

r
t

i i
t i

t t Kr
t

j j
j

I t t p H D
p y v D t t t t

I t t p H D

 





   

 




 (4.32) 

Vztah (4.32) odrá�í ji� zmínìnou skuteènost, �e nejsme pro predikci výstupu 
nuceni vybrat hypotézu o struktuøe modelu stochastické soustavy. 
 Pøi konkretizaci vztahù popisující identifikaci je dùle�itou otázkou, zda 
jsme schopni pro danou úlohu získat prakticky pou�itelné algoritmy. Bylo by 
toti� nesprávné se domnívat, �e principiální øe�ení podané v pøedchozí èásti je 
v�dy snadno realizovatelné. Mezi základní po�adavky, které je nutno splnit patøí 
po�adavek omezené pamìti. Jeho splnìní zaruèuje, �e nároky na pamì� poèítaèe 
a na výpoèetní èas na jeden identifikaèní krok s èasem neomezenì nerostou. Je 
tedy zøejmé, �e je potøeba pøi praktickém pou�ití v�echny pozorované údaje 
komprimovat pomocí koneènì rozmìrné funkce dat. 
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Equation Chapter (Next) Section 1 
5. Regresní model 
 

V pøedchozí kapitole byly odvozeny vztahy, které lze pou�ít pøi 
identifikaci obecného technologického procesu. Jak ji� bylo øeèeno je pøi 
bayesovském pøístupu k identifikaci nutné pøedem vlo�it urèité apriorní 
informace o struktuøe a parametrech modelu. 
 
5.1. Obecný regresní model 
 Jeliko� na�ím cílem je stanovit matematický model øízeného 
technologického procesu zatí�eného náhodnými vlivy a neurèitostmi, jde 
zpravidla o popis stochastické transformace mezi vstupními a výstupními 
signály procesu v daném pracovním re�imu. Pøitom se ukazuje, �e tato 
transformace mù�e být v rámci prakticky dosa�itelné pøesnosti stejnì dobøe 
popsatelná rùznými typy modelù. 
 Jak bylo uvedeno v 3.kapitole vztahem (3.5) mno�ina podmínìných hustot  
 1

0 0( | , ) 1, 2,t
t t Kp y v D t t t t      (5.1) 

je úplným pravdìpodobnostním popisem øízeného procesu z hlediska vnìj�ího 
pozorovatele. 
 Zavedeme-li podmínìnou støední hodnotu 

 1| , t
t tE y v D  

    kde 0 01, 2, , Kt t t t     

pak je obecnì podmínìná støední hodnota deterministickou funkcí velièin 
pozorovaných na procesu a� do doby t .Lze tedy psát 
 1 1| , ( , )t t

t t t tE y v D r v D       pro  0 01, 2, , Kt t t t     (5.2) 

kde 1( , )t
t tr v D   je deterministická funkce velièin 1, t

tv D  . 
 Stochastickou  slo�ku soustavy (�umem) budeme rozumìt stochastický 
proces definovaný vztahem 

 1| ,t t
t t te y E y y v       kde  0 01, 2, , Kt t t t     (5.3) 

Z vlastností podmínìné støední hodnoty a z definice stochastické slo�ky 
soustavy (5.3) plyne, �e støední hodnota �umu te  podmínìná znalostí minulých 
hodnot vstupu a výstupu je nulová a dále, �e �um je posloupnost nekorelovaných 
velièin s nulovou støední hodnotou a je nekorelovaný s 1,t ty v  . 
 Z (5.2) a (5.3) vyplývá, �e model relace vstup - výstup lze vyjádøit ve 
tvaru  

 1( , )t t
t t ty r y v e   pro 0 01, 2, , Kt t t t     (5.4) 

Tento model nazýváme obecným regresním modelem a funkci  1( , )t
t tr v D   

regresní funkcí. Tím jsme rozlo�ili náhodnou transformaci minulé historie 
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procesu  1, t
tv D   na nejbli��í následující výstup, na deterministickou èást a 

náhodnou slo�ku te  s vý�e uvedenými vlastnostmi. Výbìr modelu procesu lze 

chápat jako vhodnou volbu deterministické funkce 1( , )t
t tr v D   a vhodný zpùsob 

vyjádøení tìch statistických charakteristik náhodné slo�ky te , které jsou pro 
øe�ení daného problému významné. 
 
5.2. Lineární regresní model s gaussovskou stochastickou slo�kou 
 Pøi identifikaci øízeného technologického procesu zatí�eného náhodnými 
vlivy a neurèitostmi, èasto hledáme vhodný popis stochastické transformace 
mezi vstupními a výstupními signály  procesu v okolí daného pracovního bodu. 
Hledaný matematický model pøitom musí dostateènì pøesnì vystihnout v�echny 
dùle�ité vlastnosti a nemá být zbyteènì komplikovaný. Jeho správná volba 
vychází z cíle identifikace tj. v na�em pøípadì stanovit matematický model 
procesu pro úèely øízení, kdy nejèastìji cílem øízení technologických procesù je 
udr�et vybrané technologické parametry na po�adovaných hodnotách. 
 Pro vý�e uvedené podmínky se v praxi pro popis stochastické soustavy 
(pro úèely øízení) osvìdèil lineární èasovì invariantní vícerozmìrný regresní 
model s gaussovskou stochastickou slo�kou (dále tzv. základní model).  
 Základní model lze napsat ve tvaru 

 T
t t ty P z e     pro  0 01, 2, , Kt t t t     (5.5) 

kde  ty   je výstup soustavy ( rozmìrný sloupcový vektor) v diskrétním èase t  
 P   je matice parametrù, je� má   øádkù a  sloupcù 
 tz   je  -rozmìrný regresní vektor (sloupcový) v diskrétním èase t  
 te  je v diskrétním èase t  �um soustavy ( -rozmìrný sloupcový vektor), 
který je gaussovský s konstantní kovarianèní maticí R  (matice s   øádky a   
sloupci ) a mající vlastnosti, které vyplývají s definice (5.3). 
 Pøedpokládáme, �e pro regresní vektor platí 
 1 1( , , )t t t tz f z y v   pro 0 01, 2, , Kt t t t     (5.6) 
kde f je funkce velièin 1, ,t t tz y v   a platí, �e 

0 1tz   je známý vektor. 
 
 Av�ak i pøi splnìní podmínky, �e lze daný technologický proces popsat 
základním modelem, zbývá urèit øády, dopravní zpo�dìní, významné vstupy 
atd., nebo-li stanovit strukturu základního modelu. Zvolením urèité struktury 
základního modelu jsou urèeny velièiny obsa�ené v regresním vektoru, co� 
znamená, �e hypotéza , 1,2, ,i H i r   o struktuøe základního modelu 
pøedpokládá urèitý tvar vektoru pozorování , 1,2, ,i z i r  , kde r  oznaèuje 
poèet srovnávaných hypotéz. Jak v takovém pøípadì postupovat bylo obecnì 
ukázáno v kapitole 5.  
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 V následující èásti je pou�it vylo�ený obecný postup pro odhad parametrù 

 2,K P   základního modelu se známou strukturou zadaného rovnicí (5.5),  

kde 1  ,  (5.7) 

 1 1[ , , , , , ,1]T
t t t t t n t nz v y v y u     ,  (5.8) 

tj. pøi daných parametrech závisí ty  jen na tz  a ne na star�ích datech 
 te  je skalární náhodná velièina (�um soustavy) s normálním rozdìlením 

2(0, )N  , tj. se støední hodnotou 0 a rozptylem 2  a tedy 

 21
22

1 1
( | , , ) ( | , , ) exp

22

t t T
t t t t tp y y v K p y z P y z P        

   
. (5.9) 

Jestli�e v èase 0 0t   nemáme k dispozici �ádná zmìøená data, pouze apriorní 
informace o parametrech modelu, pak ze vztahu (4.27) je zøejmé, �e platí  

  0 1

1

( | ) ( | ) ( | , , )
t

tp K D p K D p y v D K
 



  , (5.10) 

kde ve vztahu byl vypu�tìno rozli�ení hypotézy o struktuøe, nebo� v tomto 
pøípadì je struktura známá. 
 Souèin modelù, vyjádøený jako funkce parametrù (zde od èasu 1 do èasu t ) 
je vìrohodnostní funkce a platí 

  

 

1

1 1

22 2
2

1

( | , , ) ( | , , )

1
(2 ) exp

2

t t

t t
T

t t

p y v D K p y z P

y z P


   

 





  

       
  

 


. (5.11) 

Podle pravidel maticového poètu lze vztah (5.11) dále upravit na tvar  

  

2

1

2 2
2

1

( | , , )

11
(2 ) exp 1

2

t

t t
T T

p y z P

y
P y z

z P

 


 
 



 

                               




. (5.12) 

Zavedeme-li z výpoèetních dùvodù apriorní hustotu pravdìpodobnosti 
0( | )p K D  v podobném tvaru, tj. 

  
(0)

0 2
2

11
( | ) exp 1 (0)

2
Tp K D P V

P


               

, (5.13) 

kde (0)V  je pozitivnì definitní symetrická matice odpovídajícího stupnì a (0)  
je skalár. 
 Ze vztahù (5.10), (5.12) a (5.13) po úpravì získáme 
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( )

2
2

11
( | ) exp 1 ( )

2

t
t Tp K D P V t

P


               

, (5.14) 

kde 

  
1

( ) ( 1) (0)
t

t T T
t t

t

y y
V t V t y z V y z

z z


 


                       
 , (5.15) 

  ( ) ( 1) 1 (0)t t t         (5.16) 
Rozdìlíme-li matici ( )V t  následujícím zpùsobem 

  
( ) ( )

( )
( ) ( )

T
y yz

yz z

V t V t
V t

V t V t

 
 
  

, (5.17) 

kde ( )yV t  je skalár, ( )yzV t  je sloupcový vektor s   prvky a ( )zV t  je ètvercová 
matice s   øádky a   sloupci. Pomocí tohoto rozdìlení mù�eme z (5.14) získat 

  
( )

2
2

1 � �( | ) exp ( ) ( ) ( ) ( )
2

t
Tt

zp K D P P t V t P P t t


                 
, (5.18) 

kde 

  1�( ) ( ) ( )z yzP t V t V t  , (5.19) 

  1( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
y yz z yzt V t V t V t V t      (5.20) 

Ze vztahu (5.18) mù�eme urèit bodové odhady parametrù 2,P   pomocí urèení 
polohy, pro které tato hustota pravdìpodobnosti nabývá svého maxima. Pro 
bodový odhad regresních koeficientù P  platí (5.19) a pro urèení bodového 
odhadu rozptylu �umu 2  lze pou�it derivace k urèení extrému. Odhad rozptylu 
�umu je  

  2 ( )�
( )

t
t


 


 (5.21) 

 Jeliko� základním cílem modelu je predikce výstupu systému urèíme té� 
prediktivní hustotu pravdìpodobnosti 1( | , )t

t tp y v D  . Vzhledem pøirozeným 
podmínkám øízení (4.5), vyu�itím vztahù (2.1), (2.2) pro uva�ovaný regresní 
model se známou strukturou platí 
  1 1( | , ) ( | , ) ( | )

K

t t
t t t tp y v D p y z K p K D dK 



  . (5.22) 

Provedeme-li uvedenou integraci (viz napø. [1],[11] ) získáme prediktivní 
hustotu pravdìpodobnosti ve tvaru 

  
( ) 31

1 22( ) 2

2

( ) 2
2( | , ) ( ) ( 1)

2

t
t

t t zt

t

p y v D V t t
 


 



    
    

 

, (5.23) 
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kde   je gama funkce. 
 Pro bodový odhad výstupu v èase t  pøi neznámých parametrech modelu 
pou�ijeme podmínìnou støední hodnotu 1| , t

t tE y v D  
  , pro kterou vzhledem k 

(2.1), (2.2), (4.8) a (5.9) platí 

  

1

1 1

1

| ,

( | , ) ( , | , )

( | , ) ( | )

K
y yt t

y Kt

t
t t

t t
t t t t t t t t

t
t t t t

E y v D

y p y v D dy y p y K v D dK dy

y p y z K p K D dK dy



 


 



 

   

  

 

  

 

 

Zámìnou integrace, vyu�itím vztahu (5.9) a pomocí úprav získáme vztah 

  

1 1

1 1

1 1
1

| , { ( | , ) } ( | )

( | ) ( , | )

�( | ) |

K yt

K K

P

t t
t t t t t t

T t T t
t t

T t T t T
t t t t

E y v D y p y z K dy p K D dK

z P p K D dK z P p P D dPd

z P p P D dP z E P D z P

 

 

 

 

 




    

      

       

 

 



. (5.24) 

Pro bodovou pøedpovìï výstupu oznaèenou �ty  tedy platí 

  1
1 1

� �� | , t T T
t t t t t t ty E y v D z P P z

        , (5.25) 

kde 1
�
tP   je odhad regresních koeficientù z minulého kroku. 

 
 Jestli�e kromì parametrù  ,K P   by bylo i nutné u regresního modelu 
odhadnout napø. øády dopravní zpo�dìní, významné vstupy atd., pak je nutné 
uva�ovat hypotézy o struktuøe modelu a pou�ít postup uvedený v kapitole 5.  
 
 Následující simulaèní pøíklad ukazuje jak vyu�itím bayesovského pøístupu 
k identifikaci lze odhadnout parametry a strukturu základního modelu. 
 
Pøíklad: 
Identifikace systému popsaného rovnicí  
  1 1 2 20.7 0.7 0.2 0.4t t t t t t ty v y v y v e         , (5.26) 
kde v  i e  byly generovány jako normální bílé �umy s nulovou støední hodnotou 
a s jednotkovým rozptylem, byla provádìna v otevøené smyèce. Úkolem bylo 
odhadnout na základì zmìøených 150 údajù o hodnotách vstupu v  a výstupu y  
strukturu regresního modelu a v rámci struktury i parametry modelu, pøièem� 
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byly uva�ovány hypotézy , 1,2, ,7i H i    o tvaru regresního vektoru tz , kde 
pøehled porovnávaných hypotéz je uveden v tabulce Tab. 5.1.  

hypotéza regresní vektor 
1H  1[ ]tz y   

2 H  1 2[ , ]t tz y y   

3 H  1 2 3[ , , ]t t tz y y y    

4 H  1 2[ , , ]t t tz v y y   

5 H  1 1 2[ , , , ]t t t tz v y v y    

6 H  1 1 2 2[ , , , , ]t t t t tz v y v y v     

7 H  1 1 2 2 3[ , , , , , ]t t t t t tz v y v y v v      

Tab. 5.1 Pøehled porovnávaných hypotéz 
Pøi apriornì zvoleném (0) 10   a (0) 10V I  , kde I  znaèí jednotkovou 

matici, jsou prùbì�nì urèené hodnoty ( | )t
ip H D , 1,2, ,7i    pro 1,6 ,150t    

vykresleny na obr.5.1. Z obrázku je zøejmé, �e pro 150t   má nejvìt�í dùvìru 
hypotéza 6 H . 

 

 
Obr. 5.1 Pravdìpodobnosti jednotlivých hypotéz o struktuøe modelu 
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 Odhad parametrù  2,i i iK P   pro i-tou hypotézu o struktuøe modelu je 

popsán hustotou pravdìpodobnosti ( | ( ), )i ip K D t H , která má obdobnì jako v 
(5.18) tvar  

 ( )

2
2

( | , )

1 � �exp ( ) ( ) ( ) ( )
2

t
i i

t
T

i i i i z i i i
i

p K D H

P P t V t P P t t






                  

 (5.27) 

Z (5.27) pak mù�eme pøípadnì urèit bodové odhady parametrù  2,i i iK P   

pro 1,2, ,i r   pomocí urèení polohy, pro které hustoty pravdìpodobnosti 
(5.27) nabývají svého maxima. Získané vztahy pro tyto bodové odhady jsou 
analogické vztahùm (5.19) a (5.21) doplnìné indexem i urèující pøíslu�nou 
strukturu modelu. V Tab. 5.2 jsou uvedeny bodové odhady parametrù 

 2,i i iK P   v diskrétním èase 150t   pro uvedený pøíklad. 

 

0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3t t t t t t t t ty b v a y b v a y b v a y b v e              

 0b  1a  1b  2a  2b  3a  3b  2  

1H  x 0,73 x x x x x 2,98 

2 H  x 1,07 x -0,46 x x x 2,36 

3 H  x 1,02 x -0,34 x -0,11 x 2,33 

4 H  1,03 1,01 x -0,40 x x x 1,53 

5 H  1,06 0,82 0,65 -0,27 x x x 1,39 

6 H  1,08 0,70 0,79 -0,25 0,40 x x 1,23 

7 H  1,09 0,72 0,77 -0,23 0,36 x -0,09 1.23 

Tab. 5.2 Bodové odhady parametrù  2,i i iK P   v diskrétním èase 150t   

(x znamená, �e pøíslu�ná hypotéza neuva�uje odpovídající velièinu v regresním 
vektoru)  
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Equation Chapter (Next) Section 1 
6. Závìr 
 

Bylo by nesprávné se domnívat, �e pou�itý pravdìpodobnostní pøístup 
k identifikaci technologického procesu je v�dy snadno realizovatelný. Nejdále se 
tento pøístup zatím podaøilo rozpracovat pro systémy popsatelné lineárními 
regresními modely, které se i v praxi osvìdèily (napø. [4],[5],[6],[7]). Uvedený 
pøístup je obecnì pou�itelný i pro silnì nelineární a èasovì variantní systémy. 
Jedním z perspektivních pravdìpodobnostních modelù pro univerzální popis 
(pro úèely øízení) silnì nelineárního systému mù�e být napø. øízený markovský 
øetìzec koneèného øádu (viz. napø. [2],[3],[14]), který lze pou�it i pro èasovì 
variantní systémy.  

Velkou pøedností bayesovského odhadování je, �e jde o konsistentní 
zpùsob uva�ování, který umo�òuje nerozpornì vyu�ít teoretickou, 
experimentální a expertní znalost, a poskytuje odhady neznámých velièin i 
s informací o pøesnostech tìchto odhadù a to dokonce i v koneèných èasech 
pozorování.  

Uvedený postup v�ak neznamená, �e je tøeba zamítat intuitivní 
�in�enýrská� øe�ení, která se osvìdèila, ale naopak vyu�ít uvedenou teorii pro 
jejich zdùvodnìní a zobecnìní. 
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