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V́ıceúrovňové metody pro stochastické matice
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Summary

Multilevel numerical methods for the solution of stationary probability distribution vec-
tors of stochastic matrices can accelerate the convergence of stationary and Krylov it-
erative methods. A present development of these methods is caused by needs of many
branches of technical and social sciences, biology and medicine. These methods called
iterative aggregation-disaggregation (IAD) methods are an analogy of algebraic multigrid
methods which are used mainly for discretized differential equations. However prevailing
nonsymmetry of stochastic matrices gives rise to a different convergence behavior. In this
lecture, the main results in the convergence theory of the IAD methods are summarized
and several open questions are mentioned, the solution of which could contribute also to
the classical methods of algebraic multigrid for nonsymmetric matrices.
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Souhrn

V́ıceúrovňové numerické metody pro nalezeńı vektoru stacionárńıho rozděleńı pravděpo-
dobnosti stochastických matic umožňuj́ı urychleńı konvergence stacionárńıch nebo krylo-
vovských iteračńıch metod. Současný vývoj těchto metod je vyvolán potřebou mnoha
obor̊u technických a sociálńıch věd, biologie a medićıny. Tyto metody, nazývané iteračńı
agregačńı-desagregačńı (IAD) metody, jsou obdobou metod algebraického multigridu,
které se použ́ıvaj́ı zejména pro řešeńı diskretizovaných diferenciálńıch rovnic. Obecná
nesymetrie stochastických matic je však př́ıčinou odlǐsných konvergenčńıch vlastnost́ı.
V přednášce jsou shrnuty hlavńı dosud źıskané výsledky v teorii konvergence IAD metod
a je zmı́něna řada otevřených otázek, jejichž vyřešeńı by bylo př́ınosem také pro klasické
metody algebraického multigridu pro nesymetrické úlohy.
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1 Úvod

V mnoha oblastech vědeckých a technických výpočt̊u se setkáme s úkolem určit vektor sta-
cionárńıho rozděleńı pravděpodobnosti stochastické matice. Mezi takové obory patř́ı tech-
nické, informatické a ekonomické vědy (teorie obsluhy, zpracováńı dat, výpočet charak-
teristik elektronických śıt́ı, výpočty rovnovážných stav̊u reakćı, odhadováńı spolehlivosti
zabezpečovaćıch zař́ızeńı, ohodnoceńı uzl̊u śıtě podle struktury odkaz̊u, tzv. PageRank)
a nové medićınské a biologické obory (určeńı metastabilńıch stav̊u velkých molekul, zkou-
máńı vlastnost́ı gen̊u).

Náročněǰśı úlohy tohoto typu často nelze řešit př́ımými metodami. Lze použ́ıt řadu přibliž-
ných iteračńıch metod. Podobně jako při numerickém řešeńı parciálńıch diferenciálńıch
rovnic źıskávaj́ı i zde popularitu metody v́ıceúrovňové. Hlavńım principem takových
př́ıstup̊u je konstrukce úloh menš́ıch rozměr̊u, jejichž řešeńı je použito pro urychleńı kon-
vergence základńıch iteračńıch metod. Tyto postupy použ́ıvané pro stochastické matice
se nazývaj́ı iteračńı agregačńı-desagregačńı (IAD) metody.

V přednášce shrnujeme známé konvergenčńı vlastnosti IAD metod. Obecná nesymetrie
stochastických matic zp̊usobuje, že d̊ukazové prostředky se lǐśı od postup̊u použ́ıvaných
u klasického algebraického multigridu. Přestože IAD metody źıskavaj́ı na popularitě a roste
š́ı̌re jejich uplatněńı, jsou jejich obecné konvergenčńı vlastnosti překvapivě málo prostu-
dovány. Je k dispozici pouze jediná relevantńı monografie. Př́ıspěvky v literatuře se oṕıraj́ı
většinou o heuristická zd̊uvodněńı. Existuje mnoho základńıch otevřených otázek.

V kapitole 2 je stručně popsána řešená úloha a použ́ıvané metody. V kapitole 3 jsou
představeny dosud známé konvergenčńı vlastosti IAD metod a v závěru několik nezod-
povězených otázek.

2 Stochastické matice a Markovovy řetězce

Necht’ MT je matice transponovaná k M . Prvek matice M v r-tém řádku a s-tém sloupci
označme [M ]rs. Nezápornou matićı M mı́ńıme matici, jej́ıž prvky jsou nezáporná reálná
č́ısla, a znač́ıme M ≥ 0. Obdobně kladnou matici znač́ıme M > 0. Spektrum matice
M znač́ıme σ(M) a spektrálńı poloměr ρ(M). Jednotková matice je označena I a vektor
jedniček se znač́ı e.

Čtvercová matice M se nazývá nerozložitelná, jestliže neexistuje matice permutace P
taková, že

PBP T =

(

B̃11 B̃12

0 B̃22

)

,

kde diagonálńı bloky B̃11 a B̃22 jsou čtvercové.
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2.1 Definice a charakteristiky

Uvažujme nezápornou matici B typu N ×N takovou, že jej́ı sloupcové součty jsou rovny
jedné. Tedy eTB = eT . Taková matice se nazývá stochastická matice.

Uvažujme náhodný proces s diskrétńı konečnou množinou stav̊u oč́ıslovaných 1, 2, . . . , N
a s diskrétńımi hodnotami času t1, t2, . . .. Necht’ pravděpodobnost nabyt́ı každého stavu
v čase tk záviśı pouze na stavu procesu v čase tk−1, ale nazáviśı na k. Takový náhodný
proces se nazývá diskrétńı konečný Markov̊uv řetězec. Jelikož se v tomto textu nebudeme
zabývat spojitými Markovovými řetězcy ani nekonečnou množinou stav̊u, budeme použ́ıvat
pouze název Markovovy řetězce.

Necht’ [B]rs, r, s = 1, 2, . . . , N , jsou pravděpodobnosti přechodu ze stavu s do stavu r
během jednoho libovolného časového úseku. Matice B se pak nazývá matice pravděpodob-
nost́ı přechod̊u př́ıslušného Markovova řetězce. Jelikož eTB = eT , je B stochastická.

Označme xk ∈ RN vektor pravděpodobnost́ı nabýváńı jednotlivých stav̊u v čase tk. Potom
vektor pravděpodobnost́ı nabýváńı jednotlivých stav̊u v čase tk+1 je xk+1 = Bxk. Jed-
nou ze základńıch charakteristik Markovova řetězce je jeho vektor stacionárńıho rozděleńı
pravděpodobnosti, jehož složky jsou pravděpodobnosti nabyt́ı jednotlivých stav̊u v neko-
nečném čase.

Podle Perronovy-Frobeniovy věty [13, 15] vektor stacionárńıho rozděleńı pravděpodobnosti
Markovova řetězce s nerozložitelnou matićı pravděpodobnost́ı přechod̊u B nezáviśı na
počátečńım stavu, je kladný a je jednoznačně určen. Označme jej x̂. Je roven vlastńımu
vektoru matice B př́ıslušnému vlastńımu č́ıslu 1, které je jednonásobné. Současně plat́ı
ρ(B) = 1. Vektor x̂ tedy splňuje

Bx̂ = x̂, eT x̂ = 1. (1)

Vektor x̂ se také nazývá Perron̊uv vektor matice B.

Některým metodám numerického řešeńı úlohy (1), kde B je nerozložitelná stochastická
matice, a podmı́nkám jejich konvergence je věnována tato přednáška.

Př́ıklad 2.1 Na Obrázku 1 je př́ıklad pravděpodobnost́ı přechod̊u mezi stavy 1 - 5
Markovova řetězce odpov́ıdaj́ıćıho stochastické matici

B =

















0 0 0 0.1 0
0 0.3 0.5 0 1
0 0 0.5 0.2 0
1 0.4 0 0 0
0 0.3 0 0.7 0

















. (2)

Snadno se ověř́ı, že Perron̊uv vektor matice B je

x̂ =
1

205
(4, 90, 16, 40, 55)T .
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Obrázek 1: Grafické schema pravděpodobnost́ı přechod̊u mezi stavy 1 - 5 Markovova
řetězce odpov́ıdaj́ıćıho stochastické matici (2) z Př́ıkladu 2.1.

2.2 Numerické řešeńı Perronova vektoru

Předpokládejme nadále, že B je nerozložitelná stochastická matice. Označme projekci
P = x̂eT a matici Z = B − P . Plat́ı σ(Z) = σ(B) ∪ {0} \ {1}. Označme

µ(B) = max{|λ|; λ ∈ σ(B), λ 6= 1}.

Řekneme, že stochastická matice B je primitivńı, jestliže je nerozložitelná a µ(B) < 1.
Je-li µ(B) = 1, je B cyklická. Stochastická matice B je primitivńı, právě když existuje
celé m > 0 takové, že Bm > 0.

Úlohu (1) lze řešit jako soustavu lineárńıch rovnic př́ımými metodami nebo iteračńımi
metodami, např. mocninnou, Richardsonovou, Jacobiovou nebo Gaussovou-Seidelovou
metodou. Iteračńı matice T jsou obecně odvozeny z regulárńıho rozkladu [15] matice
I − B. Tedy T = M−1W , kde M − W = I − B, M je regulárńı, M−1 ≥ 0 a W ≥ 0.
Redukce chyby v každém kroku je pak dána faktorem µ(T ). Různé varianty blokových
iteračńıch metod, jako jsou bloková Jacobiova a Gaussova-Seidelova metoda nebo Schwar-
zovy metody, umožňuj́ı urychleńı konvergence i paralelizaci výpočtu Perronova vektoru.
V př́ıpadech, kdy µ(T ) ≈ 1, lze zlepšit konvergenci použit́ım v́ıceúrovňového schematu.

2.3 Vı́ceúrovňové metody: iteračńı agregačńı-desagregačńı me-

tody

Základńı myšlenkou v́ıceúrovňových metod je konstrukce vhodných snadno řešitelných
úloh a využit́ı jejich řešeńı pro přibĺıžeńı aktuálńı aproximace přesnému řešeńı. V kon-
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textu úloh se stochastickými maticemi se takové metody nazývaj́ı iteračńı agregačńı-
desagregačńı (IAD) metody. Jde o obdobu algebraických multigridńıch metod [1, 2, 3, 14].
Algebraické multigridńı metody se použ́ıvaj́ı pro řešeńı úloh se symetrickými pozitivně
definitvńımi maticemi vzniklými např. diskretizaćı diferenciálńıch rovnic. Obecná nesyme-
trie stochastických matic je však př́ıčinou odlǐsnosti těchto dvou teoríı.

Uvažujme Markov̊uv proces s N stavy a matićı pravděpodobnost́ı přechod̊u B. Označme
L počet úrovńı. Původńı (největš́ı) úloha př́ısluš́ı úrovni 1 a nejhrubš́ı (nejmenš́ı) úloha
urovni L. V každé úrovni kromě L-té zvoĺıme agregačńı skupiny stav̊u Gmj , kde m je č́ıslo
úrovně, m = 1, 2, . . . , L−1, a j je č́ıslo skupiny, j = 1, 2, . . . , Nm+1. Tedy Nm+1 je současně
počet agregačńıch skupin v úrovni m a počet stav̊u v úrovni m+1 pro m = 1, 2, . . . , L−1.
Současně

∪
Nm+1

j=1 Gmj = {1, 2, . . . , Nm}, Gmj ∩Gmk = ∅, pro j 6= k.

Velikost p̊uvodńı matice B je N1 = N a velikost nehrubš́ı matice je NL. Bez újmy na
obecnosti v tomto textu předpokládejme, že v každé úrovni m = 1, 2, . . . , L − 1 jsou
agregačńı skupiny vždy zvoleny tak, že jestliže i1 ∈ Gm,k1, i2 ∈ Gm,k2 a i1 < i2, potom
k1 < k2. Symetrické přerovnáńı matice tedy obecně vede k jinému rozděleńı stav̊u do
skupin.

Přechody mezi úrovněmi jsou zprostředkovány zobrazeńımi (maticemi) redukce a prolon-
gace. Matice redukce Rm zobrazuje RNm do RNm+1 ,

[Rm]ij = 1 pro j ∈ Gmi,

= 0 jinak.

Matice prolongace S(x)m zobrazuje RNm+1 do RNm v závislosti na kladném vektoru x ∈
RNm ,

[S(x)m]ij =
xi

∑

k∈Gmj
xk

pro i ∈ Gmj ,

= 0 jinak.

Matice Bm = Rm−1 . . . R1BS(y1)1 . . . S(y
m−1)m−1 je agregovaná matice v m-té úrovni

př́ıslušej́ıćı matici B pro vektory y1 ∈ RN1 , . . . , ym−1 ∈ RNm−1 .

Pro každou úroveň označme projekci RN1 do RN1

P (y1, . . . , ym−1)m = S(y1)1 . . . S(y
m−1)m−1Rm−1 . . . R1.

Př́ıklad 2.2 Necht’ N1 = N = 5, L = 2 a agregačńı skupiny G1,1 = {1, 2} a G1,2 =
{3, 4, 5}. Potom

R1 =

(

1 1 0 0 0
0 0 1 1 1

)

, S(x0)1 =

















1/3 0
2/3 0
0 2/6
0 3/6
0 1/6

















pro x0 =
1
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2
4
2
3
1

















.
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Pro matici B z Př́ıkladu 2.1 danou (2) je agregovaná matice B2 = R1BS(x0)1 =

=

(

1 1 0 0 0
0 0 1 1 1

)

















0 0 0 0.1 0
0 0.3 0.5 0 1
0 0 0.5 0.2 0
1 0.4 0 0 0
0 0.3 0 0.7 0

































1/3 0
2/3 0
0 2/6
0 3/6
0 1/6

















=

(

1/5 23/60
4/5 37/60

)

.

Projekce P (x0)2 je

P (x0)2 = S(x0)1R1 =

















1/3 1/3 0 0 0
2/3 2/3 0 0 0
0 0 2/6 2/6 2/6
0 0 3/6 3/6 3/6
0 0 1/6 1/6 1/6

















.

Popǐsme jeden cyklus obecného algoritmu v́ıceúrovňové IAD metody. Iteračńı matice Tm

odpov́ıdaj́ı nějaké stacionárńı iteračńı metodě uvedené v části 2.2, např. Tm = Bm pro
mocninnou metodu. Násobeńım matićı Tm ř́ıkáme základńı iterace IAD metody nebo
podle analogie s algebraickými multigridńımi metodami hlad́ıćı kroky. Parametry µm

a νm znač́ı počet základńıch iteraćı v úrovni m před hrubým krokem a po něm. Hrubým
krokem v úrovni m mı́ńıme (přibližné) řešeńı úlohy v úrovni m+ 1.

Jeden cyklus IAD metody: vstup xn > 0, m := 1

1. x := T µm
m xn (základńı iterace před hrubým krokem)

2. y := Rmx (redukce)

3. Bm+1 := RmBmS(x)m; je-li m = L − 1, vyřeš přesně Bm+1z = z, jinak přibližně
použit́ım krok̊u 1. - 5. pro m větš́ı o 1 s počátečńım vektorem y (hrubý krok)

4. x := S(x)mz (prolongace)

5. xn+1 := T νm
m x (základńı iterace po hrubém kroku)

Toto základńı schema IAD metody lze použ́ıt ve formě V-cyklu nebo W-cyklu nebo může
být součást́ı předpodmı́něńı gradientńıch metod. Lze snadno ukázat, že Perron̊uv vektor
matice B je pevným bodem tohoto procesu.

V literatuře se prvńı IAD metody se dvěma úrovněmi objevily přibližně před padesáti
lety [12]. Některé varianty źıskaly pojmenováńı [13]. Bloková Gaussova-Seidelova metoda
s agregačńım krokem se nazývá metoda Kouryova-McAllisterova-Stewartova. V našem
značeńı je to tedy dvouúrovňová IAD metoda s µ1 + ν1 = 1 a s iteračńı matićı T1

odpov́ıdaj́ıćı blokové Gaussově-Seidelově metodě. Takahashiova metoda je dvouúrovňová
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IAD metoda s µ1 + ν1 = 1 a se základńı iteraćı odpov́ıdaj́ıćı upravené blokové Gaussově-
Seidelově metodě. V blokové Gaussově-Seidelově metodě se po výpočtu j-té části (odpov́ı-
daj́ıćı j-tému diagonálńımu bloku) vektoru normuje tato část tak, aby jej́ı || · ||1-norma
byla rovna [z]k, kde z je právě źıskané řešeńı hrubé úlohy. Vantilborghova metoda je
dvouúrovňová IAD metoda s µ1 + ν1 = 1. Základńı iterace odpov́ıdá výpočtu vek-
toru, jehož jednotlivé j-té části jsou Perronovy vektory stochastických doplňk̊u matic
Bjj v matićıch B̃jj. Matice B̃jj vzniknou z matice B agregováńım všech blok̊u (skupin)
kromě j-tého do jediného stavu. (Matice B̃jj tedy maj́ı o 1 větš́ı rozměr než Bjj.) Základńı
iterace Vantilborghovy metody tedy odpov́ıdá jednomu kroku upravené blokové Jacobiovy
metody. V posledńıch několika letech nastal pravděpodobně v d̊usledku potřeby aplikaćı
nový rozvoj IAD metod, bylo publikováno mnoho článk̊u a výsledk̊u experiment̊u. Je
zd̊urazňována zejména podobnost IAD metod s algebraickým multigridem [2, 3].

3 Konvergence iteračńıch agregačńıch-desagregačńıch

metod

Řekneme, že numerická metoda pro řešeńı úlohy (1) konverguje globálně k x̂, jestliže pro
každé počátečńı přibĺıžeńı x0, pro které x0 > 0 a eTx0 = 1, konverguje źıskaná posloupnost
k x̂. Řekneme, že numerická metoda pro řešeńı (1) konverguje lokálně k x̂, jestliže existuje
okoĺı U(x̂) vektoru x̂ takové, že pro každé počátečńı přibĺıžeńı x0 ∈ U(x̂), pro které x0 > 0
a eTx0 = 1, konverguje źıskaná posloupnost k x̂. Pouze pro některé speciálńı typy IAD
metod a pro některé typy stochastických matic máme k dispozici d̊ukazy lokálńı nebo
globálńı konvergence.

3.1 Dvouúrovňové IAD metody

Věnujme se nejprve dvouúrovňovým metodám. Důkladně je zpracovaná teorie konvergence
téměř zcela rozdělitelných stochastických matic [13]. Tyto matice maj́ı blokovou struk-
turu a jejich diagonálńı bloky jsou bĺızké primitivńım stochastickým matićım, normy
mimodiagonálńıch blok̊u jsou velikosti O(ε). Je dokázáno, že pro matici základńı ite-
race T1 odpov́ıdaj́ıćı blokové Gaussově-Seidelově metodě konverguje IAD metoda globálně
s faktorem konvergence O(ε) [13]. Tento povzbudivý výsledek má dvě nevýhody. Ověřeńı
potřebných podmı́nek je obecně náročněǰśı než samotný výpočet. V praktických př́ıpadech
neńı snadné identifikovat diagonálńı bloky s uvedenými vlastnostmi.

Daľśı pokusy ověřit konvergenci IAD metod pro obecné stochastické matice jsou založeny
na znalosti vzorce pro vývoj chyby [6]. Pro dvouúrovňovou IAD metodu plat́ı

xn+1 − x = J(xn)(xn − x),

kde matice přenosu chyby je

J(xn) = T µ1+ν1
1 (I − P (xn)1Z)

−1 (I − P (xn)1) . (3)
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Spektrálńı poloměry matic J(xn) přesahuj́ı hodnotu 1 i v př́ıpadech, kdy posloupnost
přibĺıžeńı xn konverguje k x̂. Uvedený vzorec je proto významnou pomůckou zejména pro
dokazováńı lokálńı konvergence. Dále v této části vynecháme index u T1.

Bylo dokázáno, že IAD metoda s T = αB + (1 − α)I, α ∈ (0, 1), µ1 + ν1 = 1 vždy
konverguje lokálně pro jakoukoliv nerozložitelnou matici B [7, 9]. Bylo dokázáno, že IAD
metoda s T = B a s µ1 + ν1 = 1 konverguje lokálně pro každou nerozložitelnou matici B,
která má alespoň jeden kladný řádek nebo kladný sloupec nebo kladnou diagonálu [5, 7, 9].

Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro globálńı konvergenci IAD metody se speciálńı volbou
agregačńıch skupin byla publikována v roce 2006 [4]. Jestliže T = B, ν1 = 1 a nejvýše
jedna agregačńı skupina obsahuje v́ıce než jeden stav, je globálńı konvergence IAD metody
dána strukturou nezáporných prvk̊u diagonálńıho bloku odpov́ıdaj́ıćıho skupině s v́ıce
stavy. Přesněji řečeno, metoda globálně konverguje, právě když je stochastický doplněk
tohoto bloku primitivńı matice. Současně lze shora odhadnout asymptotický faktor kon-
vergence na základě vztahu µ(B) ≤ 1

2
maxi,j ||Bei−Bej ||1, kde ei je i-tý sloupec jednotkové

matice.

Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro lokálńı konvergenci IAD metody pro T = B a µ1 +
ν1 = 1 avšak pro libovolnou volbu agregačńıch skupin a odhad asymptotického faktoru
konvergence byly źıskány v roce 2008 [10]. Podmı́nka opět záviśı pouze na struktuře
nenulových prvk̊u matice B.

Pro speciálńı struktury matice B, vhodnou volbu agregačńıch skupin a iteračńı matice T
poskytne IAD metoda přesné řešeńı po konečném počtu cykl̊u [6]. Např. maj́ı-li všechny
mimodiagonálńı blokové řádky hodnost jedna a je-li základńı iterace bloková Jacobiova
metoda, dostaneme x2 = x̂.

O podobnost IAD metod a algebraických multigridńıch metod se oṕıraj́ı nedávné pub-
likace, např. [2, 3], demonstruj́ıćı možnost využit́ı zhlazených agregaćı pro IAD metody.
Jelikož je známo, že metody algebraického multigridu konverguj́ı pro jakoukoliv volbu
agregačńıch skupin [14], je vhodné se ptát, zda je tomu tak i pro IAD metody. Ukazuje se
že nikoliv. Obecná absence symetrie a pozitivńı definitnosti u úloh řešených IAD meto-
dami neumožňuje využ́ıt obdobné d̊ukazové prostředky jako u multigridńıch metod. Pouze
v př́ıpadech, kdy stochastická matice B v (1) je symetrická nebo B = DSD−1, kdeD je di-
agonálńı a S je symetrická, lze využ́ıt analogie IAD metod a multigridńıch metod. V těchto
speciálńıch př́ıpadech je tedy také např. zaručena lokálńı konvergence IAD metod.

Obecně je tedy žádoućı źıskat výsledky pro matice nesymetrické. Jednoduchým př́ıkladem
nesymetrické matice typu N × N je matice B cyklická např. s prvky [B]rc = 1 pro
(r− c)modn = 1 a [B]rc = 0 jinak. Schema nenulových pravděpodobnost́ı přechod̊u mezi
N stavy je tedy

1 → 2 → 3 → 4 → . . . → N − 1 → N → 1. (4)

Perron̊uv vektor této matice je x̂ = (1, . . . , 1)T/N , neńı tedy potřeba jej numericky poč́ıtat.
Nicméně cyklické matice jsou vhodné pro demonstrováńı odlǐsnost́ı IAD metod a alge-
braického multigridu. Ze spojitosti pak plynou podobné vlastnosti i pro cyklické matice
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s poruchami.

Pro sudé N uvažujme symetrickou permutaci uvedené cyklické matice B odpov́ıdaj́ıćı
schematu přechod̊u

1 → 3 → 5 → . . . → N − 1 → N → N − 2 → . . . → 4 → 2 → 1. (5)

Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, jak d̊uležitá je volba přerovnáńı matice B nebo (při daném
přerovnáńı) volba skupin. Zd̊urazněme, že při přerovnáńı (4) odpov́ıdá volba skupin často
použ́ıvanému agregováńı ”podle śıly vazby” [2, 3]: stavy r a s jsou ve stejné agregačńı
skupině, jestliže [B]rs+[B]sr ≫ 0. Dosud však neńı k dispozici žádné teoretické zd̊uvodněńı
této volby. Tato volba dokonce neńı prospěšná vždy, jak ukazuje Př́ıklad 3.1.

Př́ıklad 3.1 Necht’ N = 200. Uvažujme cyklickou stochastickou matici typu N×N a jej́ı
dvě r̊uzná symetrická přerovnáńı Ba a Bb, kde Ba odpov́ıdá struktuře pravděpodobnost́ı
přechod̊u (4) a Bb odpov́ıdá (5). Obě matice poruš́ıme matićı eeT/N/1000, přesněji B∗ :=
(1000B∗ + eeT/N)/1001, ∗ = a, b. Perron̊uv vektor pro matice Ba i Bb je zřejmě x̂ =
(1, . . . , 1)T/N .

Porovnejme nejprve hodnoty µ(T ) iteračńıch matic některých stacionárńıch iteračńıch
metod. Hodnoty µ(T ) jsou současně faktory redukce chyby. V Richardsonově metodě
voĺıme iteračńı matici T∗ = 0.7B∗ + 0.3I, ∗ = a, b. U blokových metod voĺıme velikosti
blok̊u 2.

µ(T ) mocninná m. Richardsonova m. blok. Jacobiova m. blok. Gaussova-Seidelova m.
Ba 0.9990 0.9992 0.9980 0.0038
Bb 0.9990 0.9992 0.9990 0.9985

Pouze bloková Gaussova-Seidelova metoda pro přerovnáńı typu (4) (matice Ba) konverguje
podstatně rychleji než ostatńı metody.

Nyńı použijeme IAD metody. Porovnáme spektrálńı poloměry ra a rb asymptotických
matic vývoje chyby Ja(x̂) a Jb(x̂) pro matice Ba a Bb pro IAD metodu s ν1 = 0 a se
čtyřmi r̊uznými typy základńı iterace: mocninnou, Richardsonovou, blokovou Jacobiovou
a blokovou Gaussovou-Seidelovou metodou. Hodnoty r∗ jsou horńımi odhady faktor̊u
asymptotické redukce chyby (pro r∗ < 1) nebo znamenaj́ı divergenci metody v lokálńım
smyslu (pro r∗ ≥ 1). Hodnoty spektrálńıch poloměr̊u ra a rb nalezneme v následuj́ıćıch
tabulkách. Č́ıslo #G1,i je počet prvk̊u v každé skupině.

ra T ≈ mocninná Richardsonova blok. Jacobiova blok. Gaussova-Seidelova
#G1,i = 2, µ1 = 1 0.9990 0.3993 0.0005 8E-5
#G1,i = 2, µ1 = 3 0.9970 0.2601 2E-5 3E-9
#G1,i = 4, µ1 = 1 0.9990 0.7609 0.0015 0.0002
#G1,i = 4, µ1 = 3 1.8311 0.7589 5E-5 2E-7
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rb T ≈ mocninná Richardsonova blok. Jacobiova blok. Gaussova-Seidelova
#G1,i = 2, µ1 = 1 0.9990 0.5370 0.9990 9.9830
#G1,i = 2, µ1 = 3 4.5266 2.9379 4.5228 10.5734
#G1,i = 4, µ1 = 1 0.9990 0.7609 0.9980 6.1335
#G1,i = 4, µ1 = 3 2.0108 0.8428 4.3293 6.9810

Je zřejmé, že lokálńı konvergence je dosaženo pro téměř všechny použité typy IAD metody
pro přerovnáńı cyklické matice typu (4) (matice Ba). Výjimkou je IAD metoda se čtyř-
prvkovými skupinami, která použ́ıvá jako základńı iteraci tři kroky mocninné metody.
Přerovnáńı typu (5) (matice Bb) vede k uspokojivě konvergentńı IAD metodě pouze pro
Richardsonovu metodu až na výjimku, kdy se použ́ıvaj́ı dvouprvkové skupiny a tři kroky
této metody. Je zaj́ımavé, že bloková varianta Gaussovy-Seidelovy metody zde nevede ke
konvergenci.

Následuj́ıćı věta specifikuje d̊usledky nevhodné volby přerovnáńı matice.

Věta 3.2 [11] Necht’ N ≥ 4 je dělitelné čtyřmi. Uvažujme dvouúrovňovou IAD metodu,
kde základńı iterace odpov́ıdá mocninné metodě nebo blokové Jacobiově metodě s počtem
krok̊u µ1 + ν1 = N/4. Necht’ každá agregačńı skupina obsahuje právě dva prvky. Necht’ B
je matice typu N ×N odpov́ıdaj́ıćı struktuře (5). Potom ρ(J(x̂)) ≥ N/4.

3.2 Vı́ceúrovňové IAD metody

Teoretické výsledky pro konvergenci v́ıceúrovňových metod jsou v literatuře dosud vzácné.
Obecnou v́ıceúrovňovou IAD metodu uvažujme nyńı ve formě V-cyklu odpov́ıdaj́ıćıho
popisu v části 2.3. Necht’ L je počet úrovńı.

Necht’ T = M−1W , kde M − W = I − B je regulárńı rozklad. Tud́ıž T x̂ = x̂. Budeme
předpokládat TB = BT . Iteračńı matice v úrovńıch m = 1, 2, . . . , L− 1 necht’ jsou

Tm = Rm−1 . . . R1TS(u1)1 . . . S(um−1)m−1.

Pro nejhrubš́ı úrovneň L budeme vždy uvažovat T = B, tedy

BL = RL−1 . . . R1BS(u1)1 . . . S(uL−1)L−1.

Označme vektory uk, vk ∈ RNk poč́ıtané během jednoho cyklu IAD metody

u1 = T µ1xn,

um = (Rm−1 . . . R1TS(u1)1 . . . S(um−1)m−1)
µmRm−1um−1,

vm = (Rm−1 . . . R1TS(u1)1 . . . S(um−1)m−1)
νmS(um)mvm+1

pro m = 2, 3, . . . , L − 1. Necht’ vL je přesné řešeńı nejhrubš́ı úlohy, BLvL = vL. Vektory
uk se poč́ıtaj́ı během procesu zhrubováńı, zat́ımco vektory vk se poč́ıtaj́ı během návratu
zpět na úroveň 1.
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Označme projekce

P (uk, uk+1, . . . , um−1)km = S(uk)k . . . S(um−1)m−1Rm−1 . . . Rk.

Ve Větách 3.3 a 3.4 budeme použ́ıvat zkratku Pm ≡ P (u1, u2, . . . , um−1)1m a P1 = I.

V následuj́ıćıch větách jsou uvedeny vzorce pro chybu xn+1 ve v́ıceúrovňových IAD meto-
dách, kde bud’ L = 3 nebo µm = νm = 1. Principy d̊ukaz̊u lze snadno upravit pro odvozeńı
vzorc̊u pro L > 2 a libovolná µm ≥ 0, νm ≥ 0. Použ́ıváme konvenci

n
∑

k=m

Xk = 0,
n
∏

k=m

Xk = 1,

jestliže m > n.

Věta 3.3 [8] Uvažujme tř́ıúrovňovou IAD metodu, L = 3, µm + νm ≥ 1, m = 1, 2. Pro
chybu v n+ 1-ńım cyklu plat́ı

xn+1 − x̂ = J (xn) (xn − x̂),

kde

J(xn) = T ν1
(

(P2T )
ν2(I − P3Z)

−1
(

(P2 − P3)
µ2−1
∑

k=0

(TP2)
k(T − I) + I − P3

)

+
ν2−1
∑

k=0

(P2T )
k(I − P2)

)

T µ1 .

Věta 3.4 [8] Uvažujme IAD metodu s libovolným počtem úrovńı L ≥ 2 a s jedńım krokem
základńı iterace před hrubým krokem a s jedńım krokem základńı iterace po hrubém kroku,
tedy µm = νm = 1 pro m = 1, 2, . . . , L− 1. Pro chybu v n+ 1-ńım cyklu plat́ı

xn+1 − x̂ = J (xn) (xn − x̂),

kde

J(xn) = T
L−1
∏

k=2

(PkT )(I − PLZ)
−1

L−1
∑

k=1

(Pk − Pk+1)Mk−1

+T
L−2
∑

m=1

m
∏

k=2

(PkT )
m
∑

k=1

(Pk − Pk+1)Mk−1,

kde M0 = T a

Mk = (T +
k
∑

j=2

TPj(T − I))T,

pro k = 1, 2, . . . , L− 2.
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Př́ıklad 3.5 Uvažujme nesymetrickou nerozložitelnou primitivńı nezápornou matici B
typu 8× 8,

B =































β 1 0 0 0 0 0 0
0 0 α + γ 1 0 α 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
γ 0 0 0 1 0 0 0
α 0 0 0 0 0 1 β































. (6)

Uvažujme tři jednoduché varianty IAD metody s Tm = Bm a jim př́ıslušné matice přenosu
chyby. Ve všech úrovńıch všech metod je zvoleno µm = νm = 1:
a) L = 2, #G1,i = 2, tedy počet prvk̊u v každé agregačńı skupině je 2;
b) L = 2, #G1,i = 4, tedy počet prvk̊u v každé agregačńı skupině je 4;
c) L = 3, #G1,i = 2, #G2,i = 2, tedy počet prvk̊u v každé agregačńı skupině v každé
úrovni je 2.
Pro několik r̊uzných hodnot parametr̊u α, β a γ spoč́ıtáme spektrálńı poloměry asympto-
tických matic přenosu chyby, tedy ρ(J(x̂)), kde vektory x̂, jsou Perronovy vlastńı vektory
matic B pro danou volbu parametr̊u. Při každé volbě trojice parametr̊u α, β a γ jsou
sloupce normovány tak, aby výsledná matice byla stochastická. V následuj́ıćı tabulce
nalezneme přibližné hodnoty spektrálńıch poloměr̊u asymptotických matic přenosu chyby
pro uvedené tři metody a tři volby parametr̊u.

(α, β, γ) = (10, 0, 0) (0, 10, 0) (0, 0, 10)
a) L = 2, #G1,i = 2 0.0789 2.0463 0.1289
b) L = 2, #G1,i = 4 0.9090 0.4092 1.5757
c) L = 3, #G1,i = 2, #G2,i = 2 1.3390 0.3448 0.6861

Pro volbu (α, β, γ) = (10, 0, 0) obě dvouúrovňové metody konverguj́ı lokálně, zat́ımco
tř́ıúrovňová metoda nekonverguje ani v lokálńım smyslu. Pro volbu (α, β, γ) = (0, 10, 0)
lokálně konverguj́ı pouze metody variant b) a c). Pro volbu (α, β, γ) = (0, 0, 10) lokálně
konverguj́ı pouze metody variant a) a c). Tento př́ıklad dokazuje, že z lokálńı konvergence
IAD metody s L úrovněmi obecně neplyne lokálńı konvergence IAD metody se stejným
typem a počtem základńıch iteraćı pro L− 1 ani pro L+ 1 úrovńı.

3.3 Diskuse a otevřené otázky

IAD metody pro řešeńı Perronova vektoru stochastické matice lze vńımat jako modifikaci
algebraických multigridńıch metod pro úlohy typu Ax = b, kde A je symetrická pozi-
tivně definitńı matice. Pro d̊ukazy konvergence IAD metod však nelze použ́ıt postupy
z teorie multigridńıch metod. Daľśı odlǐsnost́ı je skutečnost, že vhodná volba IAD metody
významně urychĺı výpočet oproti výpočtu stacionárńı iteračńı metodou, zat́ımco nevhodně
zvolená IAD metoda může divergovat, jak ilustruje Př́ıklad 3.1.
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Novými výsledky v teorii konvergence IAD metod jsou podmı́mky pro lokálńı konvergenci
některých typ̊u IAD metod, d̊ukaz neomezenosti asymptotického spektrálńıho poloměru
matice š́ı̌reni chyby a odvozeńı přesného vzorce pro chybu IAD metody s libovolným
počtem úrovńı a s libovolnými počty krok̊u základńı iterace v jednotlivých úrovńıch.
Posledńı jmenovaný výsledek poskytuje základ pro daľśı obecné zkoumáńı konvergence
v́ıceúrovňových IAD metod např. pro speciálńı struktury matic a volby skupin.

Některé prvotńı úsudky byly vyvráceny. Např. zvýšeńı počtu krok̊u základńı iterace obecně
nezrychluje konvergenci, může zp̊usobit i divergenci v lokálńım smyslu. Lokálńı konver-
gence pro L úrovńı neńı nutná ani postačuj́ıćı pro lokálńı konvergenci pro L+ 1-úrovńı.

Bylo by vhodné naj́ıt snadno ověřitelné postačuj́ıćı podmı́nky lokálńı konvergence v́ıce-
úrovňových IAD metod pro někté daľśı typy metod nebo pro speciálńı typy stochastických
matic. Takové podmı́nky by mohly např. vycházet pouze ze struktury nenulových prvk̊u
matice B, podobně jako u obdobných kriteríı pro dvouúrovňové metody.

V př́ıpadě divergence IAD metody pro danou matici B pozorujeme, že množina hro-
madných bod̊u poč́ıtané posloupnosti přibĺıžeńı je konečná. Nab́ıźı se otázky: Jaká je sou-
vislost mezi touto množinou a Perronovým vektorem? Jak se lǐśı množina hromadných
bod̊u přesně poč́ıtané posloupnosti xn a množina hromadných bod̊u posloupnosti x̃n

poč́ıtané v konečné aritmetice?

Za nejzaj́ımavěǰśı otázku lze pokládat souvislost lokálńı a globálńı konvergence IAD
metod. Zat́ım nebylo dokázáno, že z lokálńı konvergence dané metody pro danou matici
plyne konvergence v globálńım smyslu. Tato domněnka však nebyla dosud ani vyvrácena.

Zat́ım nevyužitým prostředkem studia IAD metod z̊ustává tzv. Fourierova analýza. Tento
př́ıstup se osvědčil pro klasický algebraický multigrid pro úlohy se symetrickou pozi-
tivně (semi)definitńı matićı, která je současně cirkulentńı nebo Toeplitzova [1]. Zdá se, že
Fourierova analýza by mohla poskytnout nové teoretické výsledky i pro IAD metody
pro cirkulentńı nebo Toeplitzovy nesymetrické stochastické matice, např. zd̊uvodněńı
výhodnosti agregováńı ”podle śıly vazby”a nalezeńı vhodného počtu krok̊u základńı ite-
race.
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Odborné publikace:
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