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Summary

Multilevel numerical methods for the solution of stationary probability distribution vec-
tors of stochastic matrices can accelerate the convergence of stationary and Krylov it-
erative methods. A present development of these methods is caused by needs of many
branches of technical and social sciences, biology and medicine. These methods called
iterative aggregation-disaggregation (IAD) methods are an analogy of algebraic multigrid
methods which are used mainly for discretized differential equations. However prevailing
nonsymmetry of stochastic matrices gives rise to a different convergence behavior. In this
lecture, the main results in the convergence theory of the IAD methods are summarized
and several open questions are mentioned, the solution of which could contribute also to
the classical methods of algebraic multigrid for nonsymmetric matrices.



Souhrn

Vicetrovinové numerické metody pro nalezeni vektoru stacionarniho rozdéleni pravdépo-
dobnosti stochastickych matic umoznuji urychleni konvergence stacionarnich nebo krylo-
vovskych iteracnich metod. Soucasny vyvoj téchto metod je vyvolan potifebou mnoha
obortu technickych a socidlnich véd, biologie a mediciny. Tyto metody, nazyvané iteracni
agregacni-desagregacni (IAD) metody, jsou obdobou metod algebraického multigridu,
které se pouzivaji zejména pro teSeni diskretizovanych diferencidlnich rovnic. Obecna
nesymetrie stochastickych matic je vSak pricinou odlisnych konvergencnich vlastnosti.
V ptednésce jsou shrnuty hlavni dosud ziskané vysledky v teorii konvergence TAD metod
a je zminéna fada otevienych otazek, jejichz vyfeseni by bylo piinosem také pro klasické
metody algebraického multigridu pro nesymetrické tlohy.
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1 Uvod

V mnoha oblastech védeckych a technickych vypocti se setkame s tikolem urcit vektor sta-
cionarniho rozdéleni pravdépodobnosti stochastické matice. Mezi takové obory patii tech-
nické, informatické a ekonomické védy (teorie obsluhy, zpracovéani dat, vypocet charak-
teristik elektronickych siti, vypocty rovnovaznych stavu reakci, odhadovani spolehlivosti
zabezpecovacich zatizeni, ohodnoceni uzlu sité podle struktury odkazi, tzv. PageRank)
a nové medicinské a biologické obory (urceni metastabilnich stavu velkych molekul, zkou-
mani vlastnosti genu).

Nérocnéjsi ulohy tohoto typu ¢asto nelze fesit pirimymi metodami. Lze pouzit fadu ptibliz-
nych iteracnich metod. Podobné jako pfi numerickém feSeni parcidlnich diferencialnich
rovnic ziskavaji i zde popularitu metody viceiroviové. Hlavnim principem takovych
pristupu je konstrukce tloh mensich rozmeéru, jejichz feseni je pouzito pro urychleni kon-
vergence zakladnich iteracnich metod. Tyto postupy pouzivané pro stochastické matice
se nazyvaji iteracni agregacni-desagregacni (IAD) metody.

V prednasce shrnujeme zndmé konvergencni vlastnosti IAD metod. Obecnd nesymetrie
stochastickych matic zpusobuje, ze dukazové prostiedky se lisi od postupu pouzivanych
u klasického algebraického multigridu. Prestoze IAD metody ziskavaji na popularité a roste
Site jejich uplatnéni, jsou jejich obecné konvergenéni vlastnosti prekvapivé mélo prostu-
dovéany. Je k dispozici pouze jedina relevantni monografie. Piispévky v literatufe se opiraji
vétsinou o heuristickd zduvodnéni. Existuje mnoho zékladnich otevienych otazek.

V kapitole 2 je strucné popsana fesena iloha a pouzivané metody. V kapitole 3 jsou
predstaveny dosud znamé konvergencni vlastosti IAD metod a v zavéru nékolik nezod-
povézenych otazek.

2 Stochastické matice a Markovovy retézce

Necht M7 je matice transponovand k M. Prvek matice M v r-tém fadku a s-tém sloupci
oznaé¢me [M],s. Nezdpornou matici M minime matici, jejiz prvky jsou nezdpornd redlna
¢isla, a znac¢ime M > 0. Obdobné kladnou matici zna¢ime M > 0. Spektrum matice
M znaéime o(M) a spektralni polomér p(M). Jednotkova matice je oznacena I a vektor
jednicek se znadci e.

Ctvercova matice M se nazyva nerozlozitelnd, jestlize neexistuje matice permutace P

takova, ze
By B
PBPT — 11 ~12
( 0 By )’

kde diagonalni bloky Bn a 322 jsou ¢tvercové.
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2.1 Definice a charakteristiky

Uvazujme nezapornou matici B typu N x N takovou, ze jeji sloupcové soucty jsou rovny
jedné. Tedy e’ B = e”. Takové matice se nazyvé stochastickd matice.

Uvazujme nahodny proces s diskrétni konetnou mnozinou stavu ocislovanych 1,2,..., N
a s diskrétnimi hodnotami ¢asu ti,ts, . ... Necht pravdépodobnost nabyti kazdého stavu
v Case t; zavisi pouze na stavu procesu v cCase t;_1, ale nazavisi na k. Takovy nahodny
proces se nazyva diskrétni koneény Markovuv fetézec. Jelikoz se v tomto textu nebudeme
zabyvat spojitymi Markovovymi fetézcy ani nekoneé¢nou mnozinou stavi, budeme pouzivat
pouze nazev Markovovy Tetézce.

Necht [B],s, 7,8 = 1,2,..., N, jsou pravdépodobnosti pfechodu ze stavu s do stavu r
béhem jednoho libovolného casového tiseku. Matice B se pak nazyva matice pravdépodob-
nosti pfechodii pifslusného Markovova fetézce. Jelikoz ef B = €T, je B stochasticka.

Oznacme 2% € RN vektor pravdépodobnosti nabyvani jednotlivych stavii v ¢ase t;,. Potom
vektor pravdépodobnosti nabyvani jednotlivych stavii v case t4; je 2t = Ba*. Jed-
nou ze zakladnich charakteristik Markovova fetézce je jeho vektor staciondrniho rozdéleni
pravdépodobnosti, jehoz slozky jsou pravdépodobnosti nabyti jednotlivych stavu v neko-
necném case.

Podle Perronovy-Frobeniovy véty [13, 15] vektor staciondrniho rozdéleni pravdépodobnosti
Markovova tetézce s nerozlozitelnou matici pravdépodobnosti prechodu B nezavisi na
pocateénim stavu, je kladny a je jednoznacné urcen. Oznac¢me jej z. Je roven vlastnimu
vektoru matice B prislusnému vlastnimu ¢islu 1, které je jednondsobné. Soucasné plati
p(B) = 1. Vektor & tedy spliuje

Bi=2, e'i=1. (1)
Vektor & se také nazyva Perrontv vektor matice B.
Neékterym metoddm numerického feseni tlohy (1), kde B je nerozlozitelnd stochastickd

matice, a podminkam jejich konvergence je vénovana tato prednaska.

Priklad 2.1 Na Obrazku 1 je piiklad pravdépodobnosti prechodi mezi stavy 1 - 5
Markovova Tetézce odpovidajicitho stochastické matici

0 0 0 010
0 03 05 0 1
B=10 0 05 02 0 |. (2)
1 04 0 0 O
0 03 0 07 0
Snadno se ovéri, ze Perronuv vektor matice B je
. 1 T
=— (4 16,4 :
T 205( ,90, 16,40, 55)



Obrazek 1: Grafické schema pravdépodobnosti prechodu mezi stavy 1 - 5 Markovova
fetézce odpovidajictho stochastické matici (2) z Piikladu 2.1.

2.2 Numerické reseni Perronova vektoru

Predpokladejme nadale, ze B je nerozlozitelna stochastickd matice. Oznacme projekci
P = ie” a matici Z = B — P. Plat{ 0(Z) = ¢(B) U{0} \ {1}. Ozna¢me

u(B) =max{|\; A € o(B), X # 1}.

Rekneme, Ze stochastickd matice B je primitivni, jestlize je nerozlozitelns a u(B) < 1.
Je-li u(B) = 1, je B cyklicka. Stochastickd matice B je primitivni, pravé kdyz existuje
celé m > 0 takové, ze B™ > 0.

Ulohu (1) lze fesit jako soustavu linedrnich rovnic pfimymi metodami nebo itera¢nimi
metodami, napf. mocninnou, Richardsonovou, Jacobiovou nebo Gaussovou-Seidelovou
metodou. Iteraéni matice T' jsou obecné odvozeny z reguldrniho rozkladu [15] matice
I —B. Tedy T = MW, kde M — W = I — B, M je reguldrni, M=t > 0a W > 0.
Redukce chyby v kazdém kroku je pak déna faktorem p(7"). Ruzné varianty blokovych
iteracnich metod, jako jsou blokova Jacobiova a Gaussova-Seidelova metoda nebo Schwar-
zovy metody, umoznuji urychleni konvergence i paralelizaci vypoctu Perronova vektoru.
V piipadech, kdy p(7T) = 1, lze zlepsit konvergenci pouzitim vicedroviiového schematu.

2.3 Viceurovinové metody: iteracni agregacni-desagregacni me-
tody

Zakladni myslenkou viceuroviovych metod je konstrukce vhodnych snadno feSitelnych
uloh a vyuziti jejich feSeni pro priblizeni aktualni aproximace presnému feseni. V kon-



textu uloh se stochastickymi maticemi se takové metody nazyvaji iteracni agregacni-
desagregacni (IAD) metody. Jde o obdobu algebraickych multigridnich metod [1, 2, 3, 14].
Algebraické multigridni metody se pouzivaji pro feseni tloh se symetrickymi pozitivné
definitvnimi maticemi vzniklymi napt. diskretizaci diferencidlnich rovnic. Obecnda nesyme-
trie stochastickych matic je vSak pticinou odliSnosti téchto dvou teorii.

Uvazujme Markovuv proces s N stavy a matici pravdépodobnosti prechodu B. Oznacme
L pocet drovni. Puvodni (nejvétsi) uloha ptislusi drovni 1 a nejhrubsi (nejmensi) tloha
urovni L. V kazdé irovni kromé L-té zvolime agregacni skupiny stavi G,,;, kde m je ¢islo

urovné, m = 1,2,...,L—1,a j je ¢islo skupiny, j = 1,2, ..., Nyue1. Tedy N, 11 je soucasné
pocet agregacnich skupin v trovni m a pocet stavu v irovni m+1prom =1,2, ..., L—1.
Soucasneé

Ut Gy = {1,2,.. ., N}, GuyNGre =0, pro  j#k

Velikost puvodni matice B je N; = N a velikost nehrubsi matice je Np. Bez tjmy na
obecnosti v tomto textu predpoklddejme, ze v kazdé trovni m = 1,2,...,L — 1 jsou
agregacni skupiny vzdy zvoleny tak, ze jestlize ¢1 € Gk, 12 € Gk, @ 91 < i2, potom
k1 < ko. Symetrické prerovnani matice tedy obecné vede k jinému rozdéleni stavu do
skupin.

Piechody mezi tirovnémi jsou zprostiedkovany zobrazenimi (maticemi) redukce a prolon-
gace. Matice redukce R,, zobrazuje R do RNm+1,

[Rn]i; = 1 pro j € G,
= 0 jinak.

Matice prolongace S(z),, zobrazuje R¥=+!1 do RN v zavislosti na kladném vektoru x €
RNm|

x.
S(x)m)ii = ———— pro i€ G,
[ ( ) ]] Zkeij Tp p J
= 0 jinak.

Matice By, = Rp_1... BiBS(y)1...S(y™ 1),_1 je agregovand matice v m-té tirovni
piislusejici matici B pro vektory y' € RN, ..., ym~ ! € RNm-1,

Pro kazdou troveii ozna¢me projekci RM do RM

P(yl, N ’ym—l)m = S(yl)l N S(ym_l)m_lRm_l e Rl.

Priklad 2.2 Necht Ny = N = 5, L = 2 a agregacni skupiny G1; = {1,2} a G1» =
{3,4,5}. Potom

-

1/3 0

2/3 0
) : S, =] 0 2/6 pro 2= —

0 3/6

0 1/6

11000
00111

— W N N



Pro matici B z Pifkladu 2.1 danou (2) je agregovana matice By = Ry BS(2°); =

00 0 010\/1/3 0
L1000 oN|00305 0 1|23 0 15 23/60
(o011 1)0 0 05020 0 2/6 | ={ 5 37760 )
104 0 0 0 0 3/6
003 0 07 0 0 1/6

Projekce P(2°), je

/3 1/3 0 0 0
2/3 °2/3 0 0 0
Py =S5 Ri=| 0 0 2/6 2/6 2/6
0 0 3/6 3/6 3/6
0 0 1/6 1/6 1/6

Popisme jeden cyklus obecného algoritmu vicetroviiové IAD metody. Itera¢ni matice T},
odpovidaji néjaké stacionarni iteracni metodé uvedené v casti 2.2, napt. T,, = B,, pro
mocninnou metodu. Nasobenim matici 7T, fikdme zakladni iterace IAD metody nebo
podle analogie s algebraickymi multigridnimi metodami hladici kroky. Parametry g,
a U, znaci pocet zédkladnich iteraci v irovni m pred hrubym krokem a po ném. Hrubym
krokem v drovni m minime (pfiblizné) feseni tlohy v trovni m + 1.

Jeden cyklus TAD metody: vstup 2™ > 0, m :=1
1. x :=THma" (zakladni iterace pred hrubym krokem)

2. y:= R,z (redukce)

3. Bpmi1 = RyuBnS(T)m; je-li m = L — 1, vyfes presné B,,11z = z, jinak piiblizné
pouzitim kroku 1. - 5. pro m vétsi o 1 s pocateénim vektorem y (hruby krok)

4. x:= S(x)nz (prolongace)

5. "t = Tz (z4kladn{ iterace po hrubém kroku)

Toto zakladni schema IAD metody lze pouzit ve formé V-cyklu nebo W-cyklu nebo muze
byt soucdsti predpodminéni gradientnich metod. Lze snadno ukazat, ze Perrontuv vektor
matice B je pevnym bodem tohoto procesu.

V literature se prvni IAD metody se dvéma urovnémi objevily ptiblizné pred padesati
lety [12]. Nékteré varianty ziskaly pojmenovani [13]. Blokova Gaussova-Seidelova metoda
s agregacnim krokem se nazyva metoda Kouryova-McAllisterova-Stewartova. V nasem
znaceni je to tedy dvoutrovinova IAD metoda s p; + v = 1 a s iteratni matici T}
odpovidajici blokové Gaussové-Seidelové metodé. Takahashiova metoda je dvoutroviiova
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IAD metoda s p; +v7 = 1 a se zakladni iteraci odpovidajici upravené blokové Gaussove-
Seidelové metodé. V blokové Gaussové-Seidelové metodé se po vypoctu j-té ¢asti (odpovi-
dajici j-tému diagonalnimu bloku) vektoru normuje tato ¢dst tak, aby jeji || - ||;-norma
byla rovna [z], kde z je pravé ziskané feseni hrubé tlohy. Vantilborghova metoda je
dvoutrovinova TAD metoda s pu; + vy = 1. Zékladni iterace odpovida vypoctu vek-
toru, jehoz jednotlivé j-té ¢asti jsou Perronovy vektory stochastickych doplnka matic
Bj; v maticich Bjj. Matice Bjj vzniknou z matice B agregovanim vSech bloku (skupin)
kromé j-tého do jediného stavu. (Matice Bjj tedy majf o 1 vétsi rozmeér nez B,;.) Zakladni
iterace Vantilborghovy metody tedy odpovida jednomu kroku upravené blokové Jacobiovy
metody. V poslednich nékolika letech nastal pravdépodobné v dusledku potteby aplikaci
novy rozvoj IAD metod, bylo publikovino mnoho ¢lankt a vysledku experimenti. Je
zduraznovana zejména podobnost IAD metod s algebraickym multigridem [2, 3].

3 Konvergence iteracnich agregacnich-desagregacnich
metod

Rekneme, 7e numerickd metoda pro Fesen{ tlohy (1) konverguje globélné k &, jestlize pro
kazdé pocatecnd priblizeni 2°, pro které 2° > 0 a eT2° = 1, konverguje ziskand posloupnost
k #. Rekneme, ze numerickd metoda pro feseni (1) konverguje lokdlné k &, jestlize existuje
okolf U(Z) vektoru & takové, ze pro kazdé pocatecni piiblizeni 2° € U(%), pro které 2° > 0
a ef'2? = 1, konverguje ziskand posloupnost k . Pouze pro nékteré specidlni typy IAD
metod a pro nékteré typy stochastickych matic mame k dispozici dukazy lokalni nebo

globalni konvergence.

3.1 Dvouudrovinové IAD metody

Vénujme se nejprve dvoutiroviiovym metodam. Dikladné je zpracovand teorie konvergence
témeér zcela rozdélitelnych stochastickych matic [13]. Tyto matice maji blokovou struk-
turu a jejich diagondlni bloky jsou blizké primitivnim stochastickym maticim, normy
mimodiagondalnich bloku jsou velikosti O(e). Je dokézano, ze pro matici zékladni ite-
race 11 odpovidajici blokové Gaussové-Seidelové metodé konverguje IAD metoda globalné
s faktorem konvergence O(¢) [13]. Tento povzbudivy vysledek ma dvé nevyhody. Ovéfeni

v ev s

neni snadné identifikovat diagonalni bloky s uvedenymi vlastnostmi.

Dalsi pokusy ovérit konvergenci IAD metod pro obecné stochastické matice jsou zalozeny
na znalosti vzorce pro vyvoj chyby [6]. Pro dvoutiroviiovou IAD metodu plati

" — = J(2™) (2" — z),
kde matice pfenosu chyby je

J(a") = T{" ™ (I = P(a™)Z) ™" (I = P(2")1). (3)
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Spektralni poloméry matic J(z™) presahuji hodnotu 1 i v piipadech, kdy posloupnost
priblizeni ™ konverguje k 2. Uvedeny vzorec je proto vyznamnou pomuckou zejména pro
dokazovani lokalni konvergence. Dale v této ¢asti vynechame index u 77.

Bylo dokdzéno, ze TAD metoda s T = aB + (1 — a)I, a € (0,1), us + v1 = 1 vzdy
konverguje lokélné pro jakoukoliv nerozlozitelnou matici B [7, 9]. Bylo dokdzéno, ze TAD
metoda s T'= B a s pu; + 14, = 1 konverguje lokdlné pro kazdou nerozlozitelnou matici B,
kterd m4 alespon jeden kladny fadek nebo kladny sloupec nebo kladnou diagondlu [5, 7, 9].

Nutna a postacujici podminka pro globalni konvergenci IAD metody se specialni volbou
agregacnich skupin byla publikovana v roce 2006 [4]. Jestlize ' = B, v, = 1 a nejvyse
jedna agregacni skupina obsahuje vice nez jeden stav, je globdlni konvergence IAD metody
dana strukturou nezdpornych prvku diagonalniho bloku odpovidajiciho skupiné s vice
stavy. Pfesnéji feceno, metoda globalné konverguje, pravé kdyz je stochasticky doplnék
tohoto bloku primitivni matice. Soucasné lze shora odhadnout asymptoticky faktor kon-
vergence na zékladé vztahu p(B) < 1 max; ; ||Be;—Bej||1, kde ¢; je i-ty sloupec jednotkové
matice.

Nutna a postacujici podminka pro lokalni konvergenci IAD metody pro T'= B a pu; +
v = 1 avsak pro libovolnou volbu agregacnich skupin a odhad asymptotického faktoru
konvergence byly ziskdny v roce 2008 [10]. Podminka opét zavisi pouze na struktuie
nenulovych prvku matice B.

Pro specialni struktury matice B, vhodnou volbu agregacnich skupin a itera¢ni matice T’
poskytne IAD metoda pfesné feseni po koneéném poctu cyklu [6]. Napf. maji-li vSechny
mimodiagonalni blokové fadky hodnost jedna a je-li zadkladni iterace blokova Jacobiova
metoda, dostaneme z? = 7.

O podobnost TAD metod a algebraickych multigridnich metod se opiraji nedavné pub-
likace, napf. [2, 3], demonstrujici moznost vyuziti zhlazenych agregaci pro IAD metody.
Jelikoz je znamo, ze metody algebraického multigridu konverguji pro jakoukoliv volbu
agregacnich skupin [14], je vhodné se ptat, zda je tomu tak i pro IAD metody. Ukazuje se
ze nikoliv. Obecnd absence symetrie a pozitivni definitnosti u iloh feSsenych IAD meto-
dami neumoznuje vyuzit obdobné dukazové prostiedky jako u multigridnich metod. Pouze
v piipadech, kdy stochastickd matice B v (1) je symetrickd nebo B = DSD™! kde D je di-
agonalni a S je symetrickd, Ize vyuzit analogie IAD metod a multigridnich metod. V téchto
specialnich pripadech je tedy také napr. zarucena lokalni konvergence IAD metod.

Obecné je tedy zadouci ziskat vysledky pro matice nesymetrické. Jednoduchym piikladem
nesymetrické matice typu N x N je matice B cyklickd napt. s prvky [Bl,. = 1 pro
(r—c)modn =1 a [B],. = 0 jinak. Schema nenulovych pravdépodobnosti prechodu mezi
N stavy je tedy

1-253—-4—...>N-1—-N—>1. (4)

Perrontiv vektor této matice je & = (1,...,1)T /N, neni tedy potieba jej numericky pocitat.
Nicméné cyklické matice jsou vhodné pro demonstrovani odlisnosti TAD metod a alge-
braického multigridu. Ze spojitosti pak plynou podobné vlastnosti i pro cyklické matice
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s poruchami.

Pro sudé N uvazujme symetrickou permutaci uvedené cyklické matice B odpovidajici
schematu prechodu

1-3—-25—-...N-1-N->N-2—...54—-2—1 (5)
Nésledujici piiklad ukazuje, jak dulezitd je volba prerovnani matice B nebo (pii daném
prerovnani) volba skupin. Zduraznéme, ze pii prerovnani (4) odpovida volba skupin ¢asto
pouzivanému agregovani "podle sily vazby” [2, 3]: stavy r a s jsou ve stejné agregacni
skupiné, jestlize [B],s+[B]s > 0. Dosud vsak nenf k dispozici zddné teoretické zduvodnéni
této volby. Tato volba dokonce neni prospésna vzdy, jak ukazuje Ptiklad 3.1.

Piiklad 3.1 Necht N = 200. Uvazujme cyklickou stochastickou matici typu N x N a jeji
dvé ruznd symetrickd prerovnani B, a By, kde B, odpovida struktute pravdépodobnosti
piechodii (4) a By, odpovida (5). Obé matice porusime matici ee? /N/1000, piesnéji B, :=
(1000B, + ee’ /N)/1001, * = a,b. Perrontiv vektor pro matice B, i B, je zfejmé & =
1,...,1)T/N.

Porovnejme nejprve hodnoty p(7') iteracnich matic nékterych staciondrnich iteracnich
metod. Hodnoty u(T') jsou soucasné faktory redukce chyby. V Richardsonové metodé
volime itera¢ni matici T, = 0.7B, + 0.31, * = a,b. U blokovych metod volime velikosti
bloku 2.

#(T) | mocninnd m. | Richardsonova m. | blok. Jacobiova m. | blok. Gaussova-Seidelova m. |
B, 0.9990 0.9992 0.9980 0.0038
By 0.9990 0.9992 0.9990 0.9985

Pouze blokova Gaussova-Seidelova metoda pro prerovnani typu (4) (matice B,) konverguje
podstatné rychleji nez ostatni metody.

Nyni pouzijeme [IAD metody. Porovname spektralni poloméry r, a r, asymptotickych
matic vyvoje chyby J,(%) a J,(Z) pro matice B, a B, pro IAD metodu s v; = 0 a se
¢tyfmi riznymi typy zakladni iterace: mocninnou, Richardsonovou, blokovou Jacobiovou
a blokovou Gaussovou-Seidelovou metodou. Hodnoty 7, jsou hornimi odhady faktoru
asymptotické redukce chyby (pro r. < 1) nebo znamenaji divergenci metody v lokalnim
smyslu (pro r, > 1). Hodnoty spektralnich poloméru r, a r, nalezneme v nésledujicich
tabulkach. Cislo #G1 ; je pocet prvku v kazdé skupiné.

Ta T ~ | mocninnd | Richardsonova | blok. Jacobiova | blok. Gaussova-Seidelova
#G1;, =2, =1 0.9990 0.3993 0.0005 8E-5
#G1 =2, 11 =3 0.9970 0.2601 2E-5 3E-9
#G =4, m =1 0.9990 0.7609 0.0015 0.0002
#G1 =4, 1 =3 1.8311 0.7589 5E-5 2E-7
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T T ~ | mocninnd | Richardsonova | blok. Jacobiova | blok. Gaussova-Seidelova
#G1 =2, =1 0.9990 0.5370 0.9990 9.9830
#G1; =2, 11 =3 4.5266 2.9379 4.5228 10.5734
#G1, =4, =1 0.9990 0.7609 0.9980 6.1335
#G1;,=4, 11 =3 2.0108 0.8428 4.3293 6.9810

Je ztejmé, ze lokalni konvergence je dosazeno pro témét vSechny pouzité typy IAD metody
pro prerovnani cyklické matice typu (4) (matice B,). Vyjimkou je IAD metoda se Ctyi-
prvkovymi skupinami, ktera pouziva jako zakladni iteraci tii kroky mocninné metody.
Prerovnani typu (5) (matice By) vede k uspokojivé konvergentni IAD metodé pouze pro
Richardsonovu metodu az na vyjimku, kdy se pouzivaji dvouprvkové skupiny a tfi kroky
této metody. Je zajimavé, ze blokova varianta Gaussovy-Seidelovy metody zde nevede ke
konvergenci.

Nasledujici véta specifikuje dusledky nevhodné volby prerovnani matice.

Véta 3.2 [11] Necht N > 4 je délitelné étyrmi. UvaZujme dvoudiroviiovou IAD metodu,
kde zdakladni iterace odpovidda mocninné metodé nebo blokové Jacobiové metodé s poctem
kroki py + vy = N/4. Necht kazdd agregacni skupina obsahuje prdvé dva prvky. Necht B
je matice typu N x N odpovidagjict strukture (5). Potom p(J(Z)) > N/4.

3.2 Viceurovinové IAD metody

Teoretické vysledky pro konvergenci viceiroviiovych metod jsou v literatuie dosud vzacné.
Obecnou vicetroviiovou IAD metodu uvazujme nyni ve formé V-cyklu odpovidajictho
popisu v ¢dsti 2.3. Necht L je pocet tdrovni.

Necht T'= MW, kde M — W = I — B je regularni rozklad. Tudiz T4 = #. Budeme
pfedpokladat T'B = BT. Itera¢ni matice v trovnich m = 1,2, ..., L — 1 necht jsou

T =Ryt . RiTS(u1)1 ... S(tm—1)m—1-

Pro nejhrubsi drovnen L budeme vzdy uvazovat T = B, tedy
Br=Rp1...RiBS(uy)1...S(ug_1)p-1.

Ozna¢me vektory wuy, vy € R poéitané béhem jednoho cyklu IAD metody

u = THa",
Uy, = (Rm_1 N RlTS(ul)l N S(Um_l)m_l)umRm_lum_l,
Um = (Rm_1 N RlTS(ul)l N S(um_l)m_l)ymS(um)mva

pro m = 2,3,...,L — 1. Necht vy, je pfesné feSeni nejhrubsi tlohy, Byv;, = v;. Vektory
uy, se pocitaji behem procesu zhrubovani, zatimco vektory v, se pocitaji béhem navratu
zpét na uroven 1.
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Ozna¢me projekce
P(uk, Uk+1y - - - ,um_l)km = S(uk)k c. S(um—l)m—lRm—l .. Rk

Ve Vétéch 3.3 a 3.4 budeme pouzivat zkratku P, = P(uy,ug, ..., Up_1)1m a Py = 1.

V nésledujicich vétach jsou uvedeny vzorce pro chybu z"*! ve vicetiroviiovych IAD meto-

déch, kde bud L = 3 nebo p,, = v,, = 1. Principy diikazi lze snadno upravit pro odvozeni
vzorcu pro L > 2 a libovolna pu,, > 0, v, > 0. Pouzivame konvenci

jestlize m > n.

Véta 3.3 [8] Uvazujme triiroviiovou IAD metodu, L = 3, fiy + vy > 1, m = 1,2. Pro
chybu v n + 1-nim cyklu plat?

kde

Ja") = T ((BRT)*(I - Ps2) " (P, — P) “f(crg)’f(cr ~I)+1—-Py)

+Z (PT)* (1 — Py)) T

Véta 3.4 [8] Uvazujme IAD metodu s libovolngm poctem trovni L > 2 a s jednim krokem
zakladni iterace pred hrubym krokem a s jednim krokem zakladni iterace po hrubém kroku,
tedy piy, =V =1 prom=1,2,..., L — 1. Pro chybu v n + 1-nim cyklu plati

" — &= J (") (2" — 2),

kde
L—1 L—1
J(xn) =T H (PkT)([ - PLZ) Z(Pk - Pk—l—l)Mk 1
k=2 k=1
L—-2 m m
+T > TI(BT) > (Pi — Progr) My,
m=1 k=2 k=1
kde My =T a

prok=1,2,...,L —2.
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Priklad 3.5 Uvazujme nesymetrickou nerozlozitelnou primitivni nezdpornou matici B

typu 8 x 8§,
(B 1 0 00 00 0]
00 a+y 1 0 a 0 0
10 0 00 000
0 0 0 00100
B = 0 0 1 00 0 00 (6)
0 0 0 00001
v 0 0 01 000
| a 0 0 0001 3]

Uvazujme t1i jednoduché varianty IAD metody s T,,, = B,, a jim pfislusné matice prenosu
chyby. Ve vSech turovnich vSech metod je zvoleno u,, = v, = 1:

a) L =2, #G,,; = 2, tedy pocet prvku v kazdé agregacni skupiné je 2;

b) L =2, #G,,; =4, tedy pocet prvki v kazdé agregacni skupiné je 4;

c) L = 3, #G1,; = 2, #Gy,; = 2, tedy pocet prvku v kazdé agregacéni skupiné v kazdé
urovni je 2.

Pro nékolik ruznych hodnot parametri a, 8 a v spoc¢itame spektralni poloméry asympto-
tickych matic prenosu chyby, tedy p(J(z)), kde vektory &, jsou Perronovy vlastni vektory
matic B pro danou volbu parametru. Pii kazdé volbé trojice parametru «, § a 7 jsou
sloupce normovany tak, aby vysledna matice byla stochasticka. V nasledujici tabulce
nalezneme priblizné hodnoty spektralnich poloméru asymptotickych matic prenosu chyby
pro uvedené tii metody a tfi volby parametru.

(a, B,7) = | (10,0,0) [ (0,10,0) | (0,0, 10)
a) L=2, #G,; =2 0.0789 | 2.0463 | 0.1289
b) L =2, #Gy,;, =4 0.9090 | 0.4092 | 1.5757
) L=3#Gy, =2, #Gy; =2 | 1.3390 | 0.3448 | 0.6861

Pro volbu (a, 8,7v) = (10,0,0) obé dvoutroviiové metody konverguji lokalné, zatimco
tiiurovinova metoda nekonverguje ani v lokalnim smyslu. Pro volbu («, 5,v) = (0,10, 0)
lokélné konverguji pouze metody variant b) a c). Pro volbu («, 5,7) = (0,0, 10) lokélné
konverguji pouze metody variant a) a ¢). Tento piiklad dokazuje, Ze z lokalni konvergence
IAD metody s L urovnémi obecné neplyne lokalni konvergence IAD metody se stejnym
typem a poctem zékladnich iteraci pro L — 1 ani pro L 4 1 drovni.

3.3 Diskuse a oteviené otazky

IAD metody pro teseni Perronova vektoru stochastické matice lze vnimat jako modifikaci
algebraickych multigridnich metod pro tlohy typu Ax = b, kde A je symetrickd pozi-
tivné definitni matice. Pro dukazy konvergence IAD metod vSak nelze pouzit postupy
z teorie multigridnich metod. Dalsi odlisnosti je skutecnost, ze vhodna volba IAD metody
vyznamneé urychli vypocet oproti vypoctu stacionarni iteracni metodou, zatimco nevhodné
zvolend IAD metoda miuze divergovat, jak ilustruje Piiklad 3.1.
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Novymi vysledky v teorii konvergence IAD metod jsou podmimky pro lokdlni konvergenci
nékterych typu IAD metod, dukaz neomezenosti asymptotického spektralniho poloméru
matice siteni chyby a odvozeni ptesného vzorce pro chybu IAD metody s libovolnym
poctem tdrovni a s libovolnymi pocty kroku zékladni iterace v jednotlivych tdrovnich.
Posledni jmenovany vysledek poskytuje zdklad pro dalsi obecné zkouméni konvergence
viceuroviiovych TAD metod napt. pro specidlni struktury matic a volby skupin.

Neékteré prvotni usudky byly vyvraceny. Napt. zvySeni poc¢tu kroku zakladni iterace obecné
nezrychluje konvergenci, muze zpusobit i divergenci v lokdlnim smyslu. Lokalni konver-
gence pro L urovni neni nutna ani postacujici pro lokalni konvergenci pro L + 1-trovni.

Bylo by vhodné najit snadno ovéfitelné postacujici podminky lokalni konvergence vice-
urovnovych IAD metod pro nékté dalsi typy metod nebo pro specialni typy stochastickych
matic. Takové podminky by mohly napf. vychazet pouze ze struktury nenulovych prvkua
matice B, podobné jako u obdobnych kriterii pro dvouiroviové metody.

V pripadé divergence IAD metody pro danou matici B pozorujeme, Ze mnozina hro-
madnych bodu pocitané posloupnosti priblizeni je koneénd. Nabizi se otazky: Jaka je sou-
vislost mezi touto mnozinou a Perronovym vektorem? Jak se 1isi mnozina hromadnych
bodu presné pocitané posloupnosti z" a mnozina hromadnych bodu posloupnosti z”
pocitané v konecné aritmetice?

Za nejzajimaveéjsi otazku lze pokladat souvislost lokalni a globdlni konvergence TAD
metod. Zatim nebylo dokazano, ze z lokdlni konvergence dané metody pro danou matici
plyne konvergence v globalnim smyslu. Tato domnénka vsak nebyla dosud ani vyvracena.

Zatim nevyuzitym prostiedkem studia IAD metod zustava tzv. Fourierova analyza. Tento
piistup se osvédcil pro klasicky algebraicky multigrid pro tlohy se symetrickou pozi-
tivné (semi)definitni matici, kterd je soucasné cirkulentni nebo Toeplitzova [1]. Zd4 se, ze
Fourierova analyza by mohla poskytnout nové teoretické vysledky i pro IAD metody
pro cirkulentni nebo Toeplitzovy nesymetrické stochastické matice, napt. zduvodnéni
vyhodnosti agregovani ”podle sily vazby”a nalezeni vhodného poctu kroku zakladni ite-
race.
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