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Summary

The finite element method represents a very efficient numerical me-
thod for approximative solution of partial differential equations. In this
variational method the real domain on which the problem is defined
is divided into a number of small subdomains, called elements. The
approximate solution is then sought among functions having a simple
definition on individual elements. In case of a conforming variant of the
method, the discrete solutions are continuous and defined on the same
domain as the weak solution of the problem. The integrals are evalua-
ted exactly. However, if a problem defined on a domain with a curved
boundary is solved, if the problem is nonlinear, or if its solution has
steep gradients, then it is necessary to use a variant of the finite element
method which does not have some of the above mentioned properties,
and so which is not conforming. After a short introduction to the finite
element method the lecture gives a brief summary of nonconforming

methods and presents some results in which the author participated in
this field.



Souhrn

Jednou z velmi efektivnich metod pro pfiblizné feseni parcialnich di-
ferencialnich rovnic je metoda koneénych prvkt. Princip této variac¢ni
metody spocivd v tom, Ze se redlnd oblast, na které je tloha defino-
véna, rozdéli na malé podoblasti, tzv. prvky, a ptiblizné feSeni se hleda
mezi funkcemi, které maji na jednotlivych prvcich jednoduchy predpis.
V pripadé konformni metody jsou priblizna feSeni definovdna na stejné
oblasti jako slabé feseni a jsou spojita. Hodnoty integralt se vypocita-
vaji piesné. Resime-li véak tilohu na oblasti s k¥ivou hranici, je-li tiloha
nelinearni nebo mé-li feseni velké gradienty, byva potfeba pouzit va-
riantu metody, ktera nékterou z uvedenych vlastnosti nemé, a ktera
tedy neni konformni. Po kratkém tvodu do metody konecnych prvki
prednaska podava zakladni prehled nekonformnich metod a seznamuje
s nékterymi vysledky, na kterych se autorka v této oblasti podilela.
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1 Uvod

Ve védeé i technické praxi se setkdvame s celou fadou procesi a jevi,
které by bylo mozno jen velmi obtizné zkoumat bez vytvofeni jejich
matematického modelu. Matematicky model nejenze dovoluje 1épe po-
rozumét pozorovanym jeviim a jejich vzajemnym souvislostem, jeho po-
uziti muze také velmi zkratit a zlevnit vyvoj novych zafizeni, protoze
umoznuje zkonstruovat velké mnozstvi ,prototypt“ pouze virtualné.
Kromé toho v nékterych pfipadech, jako je napf. stavba raketoplanu,
Ize pomoci matematického modelu testovat chovani zafizeni i v situa-
cich, které se nedaji v béznych podminkach fyzicky nasimulovat.

Jadrem matematického modelu jsou casto parcialni diferencialni
rovnice s ruznymi okrajovymi, pfipadné i pocateénimi podminkami.
Tak tomu byva napriklad u problému spojenych s vedenim tepla, Si-
fenim geomagnetickych vln, rozlozenim elektromagnetického pole, re-
aktivné-difuznimi procesy, obtékanim leteckych profili, proudénim te-
kutin kandly a lopatkovymi miiZemi nebo s konstrukci budov, most
a prehrad. Reseni odpovidajicich tiloh se obvykle neobejde bez pouziti
nékteré priblizné metody. Protoze se vétsinou jednda o dosti kompliko-
vané ulohy, je potfeba vybrat metodu, ktera bude dostatecné vykonna.
Jednou z nejefektivnéjsich a pri feseni téchto problémt také nejcastéji
pouzivanych numerickych metod je metoda konecnych prvki. Princip
této variacni metody spociva v tom, Ze se oblast, na které je rovnice de-
finovéna, rozdéli na kone¢ny pocet malych ¢asti, tzv. prvki ¢i elementd,
a priblizné feSeni se hledd mezi funkcemi (ve standardni metodé spoji-
tymi), které maji na jednotlivych prvcich jednoduchy predpis — obvykle
se jedna o funkce, které jsou po ¢astech polynomy. Bazové funkce se
pritom voli tak, aby jejich nosic¢e byly co mozné nejmensi a co nejméné
se prekryvaly.

S metodou kone¢nych prvka zacali jako prvni pracovat stavebni a
leteCti inZenyti asi v poloviné minulého stoleti. Matematici se o tuto
metodu zacali vyraznéji zajimat az v druhé poloviné 60. let, kdy si
vsimli, ze tato metoda vlastné odpovidd Ritz-Galerkinové varia¢ni me-
todé a predstavuje tak velmi obecny nastroj pro numerické feSeni par-
cialnich diferencialnich rovnic. Od té doby se matematici vénuji metodé
koneénych prvkii velmi intenzivné. Skéla problémtl, které lze metodou
konecnych prvku fesit, je ale velmi Siroka a neexistuje jeden univer-
zalni postup, ktery by umoznil vSechny tyto problémy vytesit. Zvlasté
v pfipadé slozitych nelinearnich dloh, definovanych ¢asto na nepolygo-
néalnich oblastech, je potfeba pro kazdou tlohu zvlast dokizat existenci
pribliznych feseni a jejich konvergenci k feseni pfesnému a odhadnout



chybu, které se dopustime pfi pouziti metody. I po vice nez ¢tyticeti
letech zkoumani tak stoji pfed matematiky v této oblasti stale velké
mnozstvi otevienych problémi.

2 Princip metody konecnych prvkua

Abychom mohli vylozit, jaky je rozdil mezi konformnimi a nekoform-
nimi metodami, ukdZeme nejdfive na linedrni modelové tloze, jaky je
matematicky princip metody konec¢nych prvki.

2.1 Modelova uloha. Okrajovy problém

Necht © je omezend oblast ViR2 s lipschitzovskou hranici 992, 992 =
I'p UT'y. Hleddame funkci u : Q@ — R, ktera fesi rovnici

2
i=1
a vyhovuje okrajovym podminkam

u(z) = wup(z) Vexelp (2)

2

o (St g @] = s wen )

o0x;
j=1 J

(Dirichletova podminka),

2
0
S| Xobu@) 5 @) | @) = gv(@) Ve eln (3)
. X j
(Neumannova podminka),

kde n(z) = (n1(v),n2(x)) je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k O
v bodé x. Funkci u € C?(2), kterd splituje (1) - (3), nazjvame klasickym
resenim problému.

2.2 Slaba formulace problému

Klasické feseni vyse uvedeného problému nemusi vzdy existovat, pro-
toze pozadavek u € C?(Q) je dosti silny. Zavadi se proto pojem slabé
feSeni tlohy.

Predpoklddejme, ze u je klasické FeSeni problému (1) - (3). Ozna¢me

V={peX;qgl, =0} (4)

kde X = H'(Q) je Soboleviiv prostor tvofeny funkcemi, které jsou
spolu se svymi zobecnénymi derivacemi prvniho fadu integrovatelné



s druhou mocninou pfes oblast Q. Vynasobme rovnici (1) libovolnou
funkei ¢ € V, zintegrujme ziskanou rovnost pfes oblast {2 a pouzijme
na integral na levé strané Greenovu formuli. Diky tomu, ze u spliuje
podminku (3) a funkce ¢ je nulova na I'p, zjistime, Ze plati rovnost

2 2
/Z > by Ou) 02 g, — /fwdx+/ gnpdS.  (5)
Q4 =1 8xj (9{)31 Q 'y

Vsimnéme si, Ze k tomu, aby byly integrély v (5) definovany (a ko-
ne¢né), nemusi byt nutné u € C%(Q). Stacilo by, aby u patfilo do pro-
storu H(Q).

Pro v,w € H*(Q)(= X) ozna¢me

7 predchoziho postupu vyplyva, ze je-li u klasickym feSenim pro-
blému (1) - (3), pak

a(u,p) = L(p) VpeV. (7)

Naopak se d4 dokazat, ze pokud funkce u je z prostoru C?(f2), spliiuje
(7) aprokazdé x € I'p plati u(z) = up(x), pak je tato funkce klasickym
FeSenim problému (1) - (3). Ve slabé formulaci tlohy je proto nés cil
tento: Najit funkci u, pro kterou plati

a) u € X,
b) u—up €V, (8)
c) a(u, ) = L(y) Vp eV,

kde u}, € X = HY(Q), u}|r, = up. Funkci u, kterd splituje podminky
(8) a) - ¢) nazyvame slabym feSenim problému (1) - (3).

Pomoci Lax-Milgramova lemmatu (viz napf. [2]) 1ze ukdzat, ze po-
kud funkce b;; spliuji jisté podminky, ma problém (8) pravé jedno
feSeni. Zminéné lemma ale nerika, jak toto reseni najit. Obvykle je ho
potfeba hledat ptibliznymi metodami. Jednou z vhodnych metod je me-
toda koneénych prvkt. Pfi jejim popisu se pro jednoduchost omezime



na pripad, kdy Dirichletova okrajova podminka je homogenni. Pak mi-
Zeme polozit u}, = 0 na (2, é¢imZ se ndm problém (8) redukuje na tGlohu
najit funkci u takovou, ze

a) u €V, (9)
b) a(u, ) = L(y) VpeV.

2.3 Diskretizace metodou koneénych prvka

Metoda koneénych prvku je specidlni varianta Ritz-Galerkinovy variac-
ni metody. Pri diskretizaci proto postupujeme tak, ze prostory X a V'
nahradime jejich vhodnymi podprostory X, a Vj,, V, C X}, konecné
dimenze. Pfiblizngm fesenim problému (9) nazveme funkci uy, pro kte-
rou plati

a) up € Vi, (10)
b) a(un,on) = L(pn) Von € Vi.

Polozme M = M (h) = dim(V},) a oznaéme @p1, ..., @rp bazi pro-
storu V. Necht (Br1, . . ., Brar) jsou soufadnice pfiblizného Feseni vzhle-
dem k usporadané bazi (¢n1, ..., 0nm), t-

M
un =Y Brjens - (11)
j=1

Protoze a(.,.) je bilinearni forma na Vj, a L(.) linedrni funkcional na
Vi, je feseni diskrétniho problému (10) ekvivalentni feSeni tlohy najit

M-tici redlngch ¢&isel (Bp1, ..., Bnar) takovou, ze plati
M
> Brj aleng,oni) = Llpn)  Vie{l,...,M}. (12)
j=1

Tim je nas problém pfeveden na feSeni soustavy M linearnich rovnic
o M neznamych.

Vzhledem k tomu, ze M je obvykle velmi velké, je potfeba TFesit uve-
denou soustavu nékterou ze znamych numerickych metod. Bude pfitom
vyhodné, kdyZ matice soustavy (12)

A = (a(eny, @hi))j\é:l

(tzv. matice tuhosti) bude fidkd. Toho muZeme dosdhnut vhodnou vol-
bou podprostort V}, a jejich bazi. A pravé na Sikovné volbé téchto
prostort a jejich bazi je postavena metoda konecnych prvki.



Vsimnéme si nejdiive, ze plati

2
Oni Opn
a(Phk, Pni) /QZ T on; 0w -

ij=1

2
0pni 0Pn

i . .
/supp(sonk)ﬂsupp(wm) ii=1 dz; O

dz,

kde pro ¢ :  — R znadi supp(y) nosi¢ funkce ¢, tj. uzavér mnoziny
viech z € Q, pro kterd je ¢(z) # 0. Nagim cilem je proto mit takové
bazové funkce wp1, ..., 0N, ze vétSina dvojic ¢pr, @p ma prazdny
prunik nosi¢t. Pro tyto dvojice pak bude platit

a(pnk, pn) = 0,

¢ili odpovidajici prvek matice soustavy A bude nulovy.

Jestlize je oblast Q polygondlni, miZeme prostory X, Vi a je-
jich baze zkonstruovat nasledujicim zpusobem: Uvazujme triangulace
Th, h € (0,hg), uzavéru Q oblasti Q, které jsou tvoreny uzavienymi
trojuhelniky 7" a maji tyto vlastnosti

L Uper, T= Q,

2. jsou-li T # T dva trojahelniky z 7j,, pak TNT je bud prazdnd
mnozina nebo spoleéna strana trojuhelniki T a T nebo jejich
spole¢ny vrchol,

3. kazdy bod, ve kterém se stykaji ¢asti hranice s pfedepsanou Di-
richletovou a Neumannovou podminkou, je vrcholem né&jakého
trojuhelnika z 7}.

Index h je zde pritom volen tak, ze plati h = maxrc7, hr, kde pro
trojuhelnik T' € 7, znadi hp délku jeho nejdelsi strany. O trojuhelni-
cich T mluvime jako o procich (¢i elementech). Pro diikaz konvergence
metody a odvozeni odhadu jeji chyby je obvykle potfeba navic pred-
pokladat, ze systém triangulaci je tvarové regularni. To znamena, Ze
velikosti vnitinich thld vSech trojihelniki jsou zdola omezeny kladnou
konstantou (nezdvislou na h).
Prostory X}, a V}, lze nyni definovat napft. takto:

X, = {pnec C’(ﬁ)’ |7 je linedrni VT € T}, (14)
Vi = {¢n € Xn; vnlr, =0} (15)

Spojitost funkci z X} ndm zarudi, ze X, a V3, budou podprostory pro-
stortt X a V. Kazda funkce z prostoru X}, je zfejmeé jednoznac¢né urcena
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svymi hodnotami ve vrcholech triangulace. Oc¢islujeme-li tedy vrcholy

triangulace takovym zpusobem, ze vrcholy Py, ..., Py nelezi na I'p a
vrcholy Pyr1, ..., Py naI'p lezi, mizeme za bazi v prostoru X, zvolit
po castech linearni funkce ¢p1, ..., opN takové, ze

@hi(Pj) = 57] pro i, jZ].,...,N.

Funkce op1, ..., pry pak budou tvorit bazi prostoru V.

Snadno nahlédneme, Ze vnitiky nosi¢t bazovych funkci opr a ©n
maji neprazdny prinik, jen kdyz Px a P; jsou vrcholy jednoho trojuhel-
nika. Tedy pouze v tomto pfipadé je

a(nk, on) # 0

a prvek na pozici (k,l) v matici soustavy A je nenulovy. P¥i velkém
poctu trojuhelniki v triangulaci 7, tak bude matice A fidka. Budou-li
navic vrcholy triangulace vhodné ocislovany, bude matice A pasova. To
umozni volit efektivni metody Feseni soustavy (12).

Poznamky

1. Prostor X}, je mozné volit i jinymi zpisoby. Pfedné bazové funkce
nemusi byt po ¢astech linearni, ale mohou to byt napf. po ¢astech
polynomy stupné nejvyse p. V pfipadé polynomi vyssich stupit
nejsou ovSem funkce z prostoru X uréeny jednoznacné svymi
hodnotami ve vrcholech triangulace. K témto hodnotam je pro
jednoznacnost potfeba jesté pridat hodnoty nékterych derivaci
ve vrcholech nebo funkéni hodnoty ¢i hodnoty derivaci v dalsich
bodech. Pfi konstrukci prostoru X, 1ze také vyjit z ,triangulace“
uzavéru oblasti €2, ktera je misto trojuhelniki tvofena napf. étyi-
thelniky.

2. Vyse popsany postup diskretizace okrajové tlohy lze ziejmé po-
uzit nejen v pfipadé rovinného problému. Resime-li problém ve
tfech dimenzich, vychézime pfi konstrukci prostorit X; obvykle
z triangulaci tvofenych ¢tyfstény ¢i Sestistény.

3. Termin konecny prvek se pouziva k oznaceni trojice (T, Pr,Xr),
kde T € T}, (tedy ve vySe popsaném ptipadé by $lo o trojihelnik),
mnozina Pr obsahuje zGZeni funkci z X}, na T (tj. v naSem pii-
padé je Pr mnozina vSech polynomt prvniho stupné na T') a Xr je
mnozina tzv. stupnu volnosti, ktera charakterizuje, jakymi vlast-
nostmi uréujeme jednotlivé funkce z Pr (my jsme pouzili funkéni
hodnoty ve vrcholech triangulace).
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3 Nekonformni metody

Nejjednodussi metody konecnych prvka, pro které plati

(K1) prostor koneénych prvkit X, je podprostorem prostoru X a pro-
story V},, které zohlednuji Dirichletovu okrajovou podminku, jsou
podprostory prostoru V,

(K2) bilinearni forma a(.,.) a linedrni forma L(.), které definuji pfi-
blizné FeSeni, jsou stejné jako formy, které definuji slabé fesenti,

se nazyvaji konformni metody. Ne vzdy je vSak pouziti téchto metod
vhodné ¢i viibec mozné. Pak je potieba aplikovat metody, které nékte-
rou z podminek (K1) a (K2), pfipadné obé tyto podminky, nespliiuji.
Podivejme se na nékolik situaci, kdy nekonformni metody pouzivame.
Podle Stranga [24] se pfitom dopoustime tzv. variacnich zlocini.

3.1 Variacni zlociny
3.1.1 Priblizny vypocet integralu

Jiz vime, ze pii aplikaci metody konec¢nych prvki k feseni okrajovych
tloh pfevadime problém najit priblizné feseni Galerkinovy tlohy

a(u, 9) = L(p) VeeV
na FeSeni soustavy rovnic pro soufadnice (Bp1, ..., Bnar) pEiblizného
feSeni vzhledem k bézi (pp1, ..., vnm) podprostoru Vj, prostoru V
M
a(Zﬂhj¢hj,@hi) = L(QP]—”) Vie{l,'~'aM}a
j=1

v linearnim pripadé
M
> Bri alenssoni) = Lloni) Vie{l,...,M}.
j=1

Protoze a a L jsou integralni formy, neni obvykle mozné pocitat jejich
hodnoty presné, a proto k jejich urceni pouzivime kvadraturni vzorce.
Funkece up, =5 =1 Bhjenj, kterou pak dostaneme, uz vsak misto tGlohy

a(un,n) = L(en) Von €V,
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fesi tlohu
an(un, on) = Lu(en) Y on € Vi,

kde formy ap a Ljp vznikly z forem a a L pouZitim numerické in-
tegrace. Nejde tu tedy o konformni metodu konec¢nych prvki, protoze
neni splnéna podminka (K2).

3.1.2 Nespojité aproximace feSeni

Je-li pfesné feSeni tlohy nespojité (nebo ma-li velké gradienty), pak
obvykle v okoli nespojitosti presného Feseni spojitd pribliznd feseni
vykazuji nefyzikalni oscilace. V téchto pfipadech proto byva vhodné
v definici prostoru koneénych prvkia X zcela vynechat pozadavek spo-
jitosti funkci na hranicich mezi jednotlivimi elementy. Pokud je tento
pozadavek vynechan, je mozné v ptipadé potfeby pracovat i s trian-
gulacemi, jejichZ jednotlivé elementy maji sice stale disjunktni vnitiky,
vrchol jednoho elementu ale muze lezet nejen v krajich hrany jiného
elementu, ale i uvnitf ni (takovym vrcholim fikdme wvisici body). Pro-
toze se da ukazat, ze pokud prostor X, je tvofen funkcemi, které jsou
na jednotlivych elementech T spojité a patii do prostoru H!(T), pak
plati X;, C H(Q2) pravé tehdy, kdyz X;, C C(Q) (tj. kdyZ funkce z pro-
storu X}, jsou spojité), nesplituji tyto metody podminku (K1) a pat¥i
tak mezi nekonformni metody konec¢nych prvku.

Nekonformni metody, které z podobného divodu nespliiuji pod-
minku (K1), nachazeji své uplatnéni také pii feseni biharmonické rovni-
ce, jejimz slabym feSenim je funkce z prostoru H?(Q2). Aby platilo
X, C H?(Q), musi mit funkce z prostoru X}, na Q2 spojité parcialni deri-
vace prvniho fadu. Toho lze vSak dosahnout, jen kdyz maji lokalni pro-
story pomérné vysokou dimenzi. To ale komplikuje numerické vypocty,
protoze dimenze lokalnich prostortt mé pfimy vliv na velikost fesenjych
soustav linearnich rovnic. Proto se k feseni téchto tiloh pouzivaji nékdy
prostory Xj, které sice nespliiuji podminku X, C C1(2), maji vSak
zato nizsi dimenzi(viz napf. [2], §6.2). Na rozdil od pfedchozi metody
jsou funkce z prostoru X na hranicich mezi jednotlivymi elementy spo-
jité (nebo alesponi v nékterych jejich bodech spojité). Poznamenejme,
7e néktefi autori nazyvaji nekonformnimi metodami koneénych prvku
praveé tyto metody.
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3.1.3 Opblasti s kfivou hranici

Bude-li oblast 2, na které je definovana okrajova tloha, nepolygonalni,
neni ji mozné pokryt kone¢nym poctem trojuhelnikt ¢i ¢tyruhelniki.
Obvykle se proto pracuje se systémem {4}, (0,n,) Vhodnych polygo-
néalnich aproximaci oblasti 2. Teprve na téchto oblastech se uvazuji
triangulace 7, a na téch se pak konstruuji prostory koneénych prvku
X},. Protoze funkce z prostorti Xj jsou definovany na {2 a ne na €,
nemtize platit X, C H'(Q). Pfiblizné feseni uz také neni mozné defi-
novat pfimo pomoci forem a a L.V definicich téchto forem je nutné
minimalné nahradit integraci pfes oblast  (a jeji hranici) integraci pfes
oblasti 2, (a jejich hranice). Do novych forem ap a Lj je téz nutné
zahrnout vhodné aproximace okrajovych podminek. V tomto ptipadé
tak neni splnéna ani podminka (K1) ani podminka (K2) a metoda opét
neni konformni.

Podobné je tomu i pfi pouziti tzv. izoparametrickych konecénych
prvkid, kdy se oblast €2 aproximuje oblastmi, které maji po ¢astech po-
lynomidlni hranice. Stupen polynomua pouzitych k aproximaci hranice
pritom odpovida stupni polynomi v tzv. referenénim koneéném prvku
(T, P, 2) Je-li tento stupen k, pak v izoparametrickém kone¢ném prvku
(T, Pr,Xr) je T obrazem mnoziny T ve zobrazeni Fr, jeho# slozky jsou
polynomy stupné k, a funkce z Pr vzniknou sloZenim inverzniho zob-
razeni k Fp s funkcemi prostoru P. 1 kdyz funkce, pomoci nichz se
aproximuje feSeni tlohy, nejsou v tomto pripadé po ¢astech polynomy,
nezpusobuje to komplikace pii praktickych vypoctech. VSechny vypo-
&ty se totiz provadéji na referenéni mnozing 7. (Viz napf. [2], §4.3.)

3.2 Odhady chyb pro nékteré nekonformni metody

Velmi dtlezitd je otazka, zda pouzitda metoda konverguje, tj. zda pro
slabé TeSeni u a priblizna feSeni u; daného problému plati

up — U pro h— 0T,

V pripadé, Ze je metoda konvergentni, zajimé nas také odhad chyby
metody. Pokud jsou formy af(.,.) a L(.) spojité a bilinearn{ forma a(.,.)
navic V-eliptickd (tj. existuje m > 0 takové, ze a(w,w) > mllw||}
pro kazdé w € V), pak lze odhad velikosti chyby e, = u — uy kon-
formni metody ziskat prostou kombinaci Céova lemmatu a interpo-
la¢nich vlastnosti prostort V}, (viz [2]). Pouzijeme-li vSak k diskretizaci
ulohy metodu, ktera konformni neni, je otazka jeji konvergence vyrazné
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je nelinearni. Uvedeme nyni nékolik vysledkt tykajicich se apriornich
odhadt chyby pro nekonformni metody pouzité k feseni dvou typud ne-
linearnich okrajovych problémti druhého radu.

3.2.1 Elipticka tuloha s nelinearni Newtonovou okrajovou
podminkou

Zajimé nés takovato okrajova tloha: Necht QC R? je omezené oblast
s lipschitzovskou hranici. Hledame funkci u : 2 — R takovou, ze

—Au=f na €,

— + klu|u = na 0,

on
kde f: 2 - R a ¢ : 92 — R jsou dané funkce a k > 0, o > 0 jsou
dané konstanty. Resime tedy eliptickou rovnici s pfedepsanou neline-
arni Newtonovou okrajovou podminkou, kterda mé polynomialni cho-
vani. S takovymto typem tlohy se mizeme setkat napi. pfi modelovani
elektrolyzy hliniku pomoci proudové funkce. Nelinearni okrajova pod-
minka pak popisuje turbulentni proudéni v mezni vrstvé (viz [18]). Po-
dobné okrajové problémy se objevuji také pii popisu salani tepla ([1],
[16], [17]) nebo v teorii pruznosti ([15]).

P1i studiu této tlohy zptsobuje velké problémy neomezend nelinea-
rita v Newtonové okrajové podmince. Prvni vysledky tykajici se této
ulohy lze nalézt v ¢lanku [10]. Pomoci teorie monotonnich operatort
v ném byla dokazana existence a jednoznacnost feSeni spojitého pro-
blému. Konvergence pfibliznych feseni k feseni pfesnému byla ovéfena
za predpokladu, ze integraly ve formach, které definuji pfiblizné fe-
Seni, jsou vy¢islovany pfesné. Na tuto praci pozdéji navazal ¢lanek [11],
v kterém je dokadzana konvergence metody i v pripadé, kdy jsou k vy-
poctu integralti pouzity kvadraturni vzorce. Pfestoze i pii zkoumani
nékterych nelinearnich tloh lze s tspéchem aplikovat zndmou teorii
numerické integrace v metodé konec¢nych prvki pro linearni problémy
[3] P. G. Ciarleta a P. A. Raviarta, v tomto pfipadé ji nebylo mozné
pouzit, protoze zde nelinearita tilohy je obsazena v okrajové podmince.
Konvergenci metody autoii dok4zali pomoci postupu A. Zeniska z [29].

Tato problematika byla dale rozpracovéna v pracich [12], [13] a [20].
Zatimco v [11] byla dokdzana pouze ostrd monotonie problému, poda-
filo se v ¢lanku [12] ukézat, Ze tloha je dokonce uniformné monotonni,
a to umoznilo odvodit odhad chyby metody. Protoze kvtili nelinearité
v okrajové podmince neni tato tiloha silné monotonni, nebyl ziskan

15



odhad chyby O(h), ktery by byl optimdlni pro pouZitou po &astech
linedrni aproximaci FeSeni, ale jen O(h%), kde € > 0 je libovolné
malé. Pozdéji byl tento odhad chyby metody potvrzen i numerickymi
experimenty v [14].

Vysledky z praci [10], [11], [12] a [14] byly odvozeny za pfedpokladu,
7e dany problém je definovan na polygonalni oblasti. V ¢lancich [13] a
[20] je misto toho zkoumdn problém na oblasti, kterd je obecné nepo-
lygonalni a mé po ¢astech hladkou hranici. Pravé s takovymi oblastmi
se vétsinou setkdvame v praxi. Stejné jako v predchazejicich pracich
i zde byla uvazovana numericka integrace. Pomoci Zldmalovy teorie
idedlni triangulace a idedlni interpolace [28] se podafilo v [13] ukézat,
7e metoda konverguje i v tomto pfipadé. V ¢lanku [20] pak byla do-
kazana ,skoro uniformni“ monotonie problému a z ni odvozen stejny
odhad chyby jako v pripadé oblasti s hranici po ¢astech linearni. Zobec-
néni uvedenych vysledk pro metody pouzivajici kone¢né prvky vyssich
stupni lze naldzt v praci [26].

Uvedme zde za vSechny zminéné vysledky jeden, ktery byl pulikovin
v ¢lanku [20]. Byl odvozen za pfedpokladu, ze hranice 02 oblasti 2 je po
¢astech tiidy C? a jsou pouzity vhodné kvadraturni vzorce. Konkrétné
se v praci predpoklada, ze kvadraturni vzorce

M
[ vda =171y wtar,)
T s

jsou presné pro konstantni funkce a vzorce

/ 0dS =~ (S| Bud(zs,),
S =1

kde S je strana trojuhelnika T € 7}, jsou pfesné pro polynomy prvniho
stupné a maji navic kladné koeficienty. Po Castech linearni pfiblizna
feseni problému jsou hledana na polygonalnich aproximacich €2, oblasti
Q. Funkce @, definovana na Q je jistd modifikace pfiblizného Feseni uy,
definovaného na €j,. Oblast Q* je takova, ze jak oblast 2, tak i véechny
oblasti €, jsou jeji ¢asti.

Véta: Necht feseni u spojitého problému spliiuje podminku u €
H2(QY) a necht u. € H*(Q*) je rozsiteni funkce u na R2. Pak
pro kazdé p € (2,00) existuji hq € (0,ho] a kladnd konstanta C =
C(p, |lucll2,2,0+) takové, Ze

1-1/p
T1

lu—dnll20 < Ch=
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pro viechna h € (0, hq).

3.2.2 Nestacionarni nelinearni konvektivné-difuzni (loha

Jak uz jsme zminili dfive, pokud je slabé feseni okrajového problému
nespojité nebo ma velké gradienty, byvaji Casto pti aplikaci standardni
metody kone¢nych prvkt ptiblizné feSeni v blizkosti neregularit pies-
ného feSeni znehodnocena Gibbsovym jevem. Tak je tomu napft. pii
feSeni nelinearnich konvektivné-difuznich tloh, popisu zakonu zacho-
vani nebo feSeni problému stladitelného proudéni. Jedna moznost, jak
se uvedené neprijemnosti vyhnout, je pouzit misto metody konecnjch
prvkil tzv. metodu koneéngch objemi (viz napt. [27]). Tato metoda
pracuje s po ¢astech konstantnimi aproximacemi, které jsou nespojité
a proto umoznuji dobfe zachytit razové vlny a kontaktni nespojitosti.
Presnost zakladni metody ovSem neni velkd a jeji varianty, které maji
vy$si presnost, jsou z vypoctového hlediska znac¢né nakladné a jejich
teoretickd analyza chybi. Jako pfirozené vychodisko se tu proto nabizi
kombinace zakladnich principii standardni metody koneénych prvki
s mysSlenkami a postupy metody kone¢nych objem.

Na tomto pfistupu je zaloZena nespojita Galerkinova metoda konec-
nych prvka (DGFEM). Stejné jako standardni metoda koneénych prvki
umozinuje pouzit k aproximaci feseni na jednotlivych elementech poly-
nomy vyssich stupni, ¢imz lze dosahnout velké pfesnosti v mistech,
kde je feSeni problému reguldrni. Dobré aproximacni vlastnosti me-
tody v okoli singularit feSeni jsou dany tim, Ze stejné jako metoda
kone¢nych objemt nevyzaduje spojitost aproximaci pfi prechodu z jed-
noho elementu na druhy. Pokud chybi pozadavek spojitosti funkci na
hranicich mezi jednotlivymi elementy, neni mozné pii odvozeni slabé
formulace problému pouzit Greenovu vétu na integral pres celou ob-
last, ale je nutné nejdrive vyjadrit tento integral jako soucet integrala
pres jednotlivé elementy a az tyto diléi integraly upravit pomoci Gre-
enovy véty. Integraly pres hranice jednotlivych elementi, které timto
dostaneme, predstavuji tok veli¢iny odpovidajicimi plochami. K vypo-
Ctu téchto integrali pouziva nespojita Galerkinova metoda, stejné jako
metoda kone¢nych objemd, tzv. numerické toky (viz napf. [9]). Aby
byla zarucena dobra stabilita metody, pridavaji se obvykle do forem,
které definuji slabé a priblizné reseni, stabiliza¢ni a penalizacni ¢leny,
které jsou pro dostatecéné regularni presné feseni nulové nebo se na
obou stranach varia¢ni rovnice vyrovnaji. Tyto ¢leny nahrazuji poza-
davek spojitosti priblizného feseni z klasické metody kone¢nych prvka a
pomahaji aproximovat okrajové podminky, aniz by se musely konstru-
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ovat vhodné podmnoziny prostorti koneénych prvkt. V zévislosti na
tom, jak tyto Cleny zvolime, dostavame rizné varianty nespojité Ga-
lerkinovy metody — napf. SIPG (symmetric interior penalty Galerkin),
NIPG (nonsymmetric interior penalty Galerkin) nebo IIPG (incomplete
interior penalty Galerkin). Obséhly piehled o nespojité Galerkinové
metodé je mozné nalézt napt. v knihach [5] a [19].

Pomoci nespojité Galerkinovy metody lze s tspéchem feSit napf.
takovouto nestacionarni nelinearni konvektivné-difuzni tlohu:

Necht © C RY, d = 2,3, je omezena polygonélni resp. polyedréalni
oblast s lipschitzovskou hranici 9 = I'p UT'y a T > 0. Hledame
funkci u : Qr = Q x (0,T) — R takovou, Ze

d
Ou Ofs(u)
gu N
at+; oz, sAutg  ma Qr,
u’FDx(O,T) = UD;
ou B
5%|FN><(O,T) = 9N,
u(z,0) = u’(z), =€

Funkce f, € C*(R), s = 1,...,d, jsou piedepsané lipschitzovsky spojité
konvektivni toky a konstanta e > 0 je koeficient difuze.

V ¢lanku [8] byla pouZita nespojitd Galerkinova metoda k pro-
storové semidiskretizaci Dirichletovy tlohy, kdy I'p = 92. Odhad chy-
by metody zde byl odvozen v L?(H')- a L°°(L?)-norméach pro ptipad
NIPG varianty diskretizace difuznich ¢lenti. Mnohotuhelniky (ve 2D)
resp. mnohostény (ve 3D), které tvoii triangulace, pfitom nemusely
byt konvexni, stacilo, kdyz byly hvézdicovité.

Protoze je pri praktickych vypoctech obvykle potfeba pouzit k vy-
po¢tu integrali kvadraturni vzorce, byl v ¢lancich [23] a [21] zkouman
vliv numerické integrace na konvergenci metody. Do té doby teoretické
préace vénované nespojité Galerkinové metodé az na vyjimky (napt. [4])
predpokléddaly pfesnou integraci. V [23] a [21] bylo ukdzano, ze pokud
jsou konvektivni toky a presné feSeni dostatecné regularni, lze stejné
odhady chyb jako pri pfesné integraci ziskat i pfi pouziti vhodnych
kvadraturnich vzorcd. V prvnim z uvedenych ¢lankt [23] byly zkou-
many pouze dvoudimenzionalni tlohy, problémtm ve tfech dimenzich
se pozdéji vénoval ¢lanek [21]. V obou pracich byla uvazovéna vedle
nesymetrické i symetrickd varianta metody.

Odhady chyb z [8], [23] a [21] jsou optimalni v L2(H')-normé,
v L>(L?)-normé jsou vsak jen suboptimalni. L>°(L?)-optiméalni od-

18



had chyby pro SIPG variantu nespojité Galerkinovy metody byl od-
vozen v [6] za pfedpokladu, Ze triangulace neobsahuji ,visici body*“.
V pripadé presné integrace byl problém zkoumén ve dvou i tfech di-
menzich, pfi pouziti numerické integrace jen ve dvou. Obecny odhad
chyby zptisobené numerickou integraci pro tfidimenzionalni problémy
dokdzany v [22] poté umoznil ziskat L°°(L?)-optiméalni odhad chyby
metody s numerickou integraci i ve t¥ech dimenzich. V ¢ldnku [7] bylo
pozdéji dokazano, ze je mozné omezujici prfedpoklad na konformitu sité
z [6] pFi odvozovani odhadu chyby vynechat.

Pro ilustraci uvedme odhady chyby metody, které byly odvozeny
v ¢lancich [23] a [6]. V obou vétich je p stupefi polynomt pouzitych
k aproximaci FeSeni, pfedpoklad (H) pozaduje, aby pouzité numerické
toky byly lipschitzovské, konzistentni a konzervativni a pfedpoklad (W)
klade jisté pozadavky na velikost konstanty Cyy, vyskytujici se ve for-
mach, které definuji slabé a pfiblizné feseni. Pfedpoklady (A) se tykaji
triangulace v pifipadé, Ze ma visici body, a uzli a koeficienti kvadra-
turnich vzorci.

Véta: Necht jsou splnény predpoklady (H), (A) a (W) a systém
triangulact je tvarove requldrni. Predpoklddejme, Ze slabé Teseni u ulohy
splniuje podminky

u € L*(0,T; HPT1(Q)), % € L*(0,T; HP(Q))
a pro konvektivni toky plati fo(u) € L2(0,T; WrtLee(Q)), £ = 1,2.
Necht v® € HP(Q), g € L?(0,T; H?(Q)), gy € L?(0,T; H**(T'y)),
up € L*(0,T; HP*2(I'p)), kde p = max{p,2}, a necht @) a ul jsou
vhodné zvolené aprozimace funkce u®. Navic necht kvadraturni vzorce,
pomoct nichZ byla ziskana pribliznd resent uy, jsou presné pro polynomy
stupné < 2p. Pak pro chybu metody e;, = u — up, plati odhad

t 2
tg[lgf;] llen( )||L2(Q)

T

6 T A

* 5/ ('ehw)‘%l(ﬂ,m +Jg(€h(19)7€h(79))) d9 < Ch2p
0

s konstantou C > 0 zdvislou na u, g, gy, up, T, € a hg, avsak nezdvis-
lou na h.

Véta: Necht jsou splnény predpoklady (H), (W) a systém triangu-
lact je tvarové requldrni. Necht slabé Feseni u splniuje podminku
ou

3 © L*(0,T; HPT1(Q))
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a feseni v dudlniho problému —AyY =z na Q, ¥|r, =0, 2% =0

on In

vyhovuje podmince

[¥la2@) < Cllzllia o)

Pak pro chybu metody ep, = u — uy, plati odhad

kde

lenll=(o.riL2()y < ChPHY,

konstanta C > 0 je nezdvisld na h.

Zminme na zavér nékolik otevienych problémt souvisejicich s pravé

uvedenymi vysledky pro nelinedrni konvektivné-difuzni tlohy:

e Jaky je vliv numerické integrace na rychlost konvergence metody
v piipadé pouziti triangulaci, které nejsou tvofeny trojuhelniky
¢i Ctytstény?

e Lze odvodit L°°(L?)-optimalni odhady chyby pro NIPG a IIPG

varianty metody, pro tlohy s nelinearni difuzi a pro tlohy se smi-
Senymi Dirichlet-Neumannovymi okrajovymi podminkami?

e Jaky ma vliv aproximace k¥ivé hranice na konvergenci metody?
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