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Summary

The topic of envelope surfaces generated by camiisiumotion of
generating surface comes under the interdisciplifiatd of mathematical and
geometrical modelling in association with technatafj processes realised in
CNC (Computer Numeric Controlled) systems. Fromngetoical point of view,
the surface arising via CNC machining is considd¢cetie an envelope surface
generated by motion of generating surface, i.dingutool.

The habilitation lecture presents a complex metiheged on DG/K
(Differential Geometry/Kinematics) approach whicashbeen developed for
analytic representation of envelope surface geeeray continuous motion of
generating surface. The developed method can Hedpyhen milling the flow
parts of jet machines on the CNC machine. Theretbeeproblem of envelope
surfaces generated by a conical surface of rewwiusi solved in detail, here.



Souhrn

Tématika obalovych ploch generovanych spojitym famy tvdici plochy
piedstavuje pmik matematicko-geometrického modelovani a techgiokych
procesi realizovanych v . CNC (Computer Numeric Controllesl)stémech.
Obrobena plocha, ktera vznikd CNC ol#diln, je z geometrického hlediska
obalova plocha generovana pohybenfitiglochy, tj. obrabciho nastroje.

Habilitacni prednaska $inasi komplexni metodu zaloZzenou na DG/K
(Differential Geometry/Kinematics)i{stupu, ktera byla vyvinuta pro nalezeni
analytické reprezentace obalové plochy generovapngtyam pohybem tviici
plochy. S ohledem na bezprwstni aplikaci vyvinuté metody v oblasti vyroby
tvarow slozitych ploch pito¢nych ¢asti proudovych stréjCNC frézovanim je
zde detaild feSena problematika obalovych ploch generovanyclel&udu
rotani plochou.



Kli ¢ova slova:tetna rovina, obalova plocha, charakteristika obalpiazhy,
CNC frézovani, padznuti, meridianni obré&ini.

Keywords:  tangent plane, envelope surface, characteristicvecuof
envelope surface, CNC milling, undercutting, menndi
machining.
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1 Uvod

Reseni obalovych ploch generovanych spojitym pohybatici plochy je
pranikem matematicko-geometrického modelovani a teldgmckych proces
realizovanych v CNC systémech. ZanedbamailiGNC frézovani jednotlivé
brity frézy, mizeme frézu povazovat za réwd plochu. Obrobenou plochu
vzniklou CNC frézovanim lze potom z geometrickéHedlska povazovat za
obalovou plochu generovanou pohybemdoiglochy.

Pti frézovani ploch obecného tvaru s&ile pouziva kulové fréza. Obalové
plochy generované pohybem kulové plochy jsou znfgné, 22]. Za utitych
okolnosti by vSak bylo mozZzné plochu obecného tvaywobit mnohem
efektivrgji, pokud by se namisto kulové frézy pouzila frézarova. Plochu
vyrobenou CNC frézovanim tvarovou frézou lze z geitkého hlediska
povazovat za obalovou plochu generovanou pohybeecn@brotani plochy.
Tato obalova plocha alefgdlem znama neni a metoda&ami jeji analytické
reprezentace jerpdnétem této habiliténi prednasky.

Postup vedouci k nalezeni analytické reprezentabaloee plochy
v dostaténé obecném pojeti jak t¥ici plochy, tak také trajektorie, po niz se
tvorici plocha pohybuje, nebyl doposud sestaven [2(, ¥§sokoSkolské
ucebnice a skripta uvéf predevsim syntetickéeSeni. Pokud je publikovano
analytickéieSeni, je bdi redukovano na implicitni vyj&dni zadanych utvar
ulohy [8, 25] nebo je zvolen takovy pohybrifpocary, rot&ni, Sroubovy) a
takova tvdici plocha (rovina [21], kulova plocha [7, 22]), Agysledna
analytick& reprezentace obalové plochyijedem znama. V literate zabyvajici
se aplikacemi obalovych ploch ve strojirenské telduii Ize nalézt Wizné
piistupy k hledani vhodné aproximace obalové plocBly pog. vyjadeni
obrobené plochy jako ekvidistantni plochy [15-19pl&Se pohybujiciho se
refereniho prvku néastroje [1, 2, 5, 21].

Analyticky piistup zalozeny na podmince, Ze charakteristikaykdot
kiivka tvorici a obalové plochy) je mnozina higdre kterych jsou komplanarni
tecné vektory k parametrickym tikkdm tvaici plochy a teény vektor
k trajektorii uvazovaného bodu, jehoz vysledkemajmlyticka reprezentace
charakteristiky, je uveden v [33] a jeho aplikace pbalové plochy generované
rotatnim a Sroubovym pohybem v [27-30]. Tentdispup lze aplikovat
v piipadech, kdy se tvar charakteristikshiem pohybu negmi.

Zcela zasadni vyznam v teorii obalovych ploch zaaji publikace [23,
24], ve kterych je pouzit tzv. DG/K (Differentialé®metry/Kinematics) ifistup
k ziskani analytické reprezentace obalové ploctgstaténé obecném pojeti, a
sice na zaklatl podminky, Ze obalova plocha je plocha, kter4 sgykdo
jednoparametrické soustavy fi@ch ploch.

Podstatou zde uvedené ob&phatné metody vedouci k nalezeni analytické
reprezentace obalové plochy je modifikace zm@&no DG/K pistupu v tom
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smyslu, Ze obalova plocha je plochallese generovaném jednoparametrickym
pohybem tvéici plochy, v jejimz kazdém bé&djsou komplanarni vSechnyi t
tecné vektory k parametrickymiikkam tohoto é&lesa [9, 10, 11, 26]. Tento
piistup umo#uje provést graficky rozbor celé dlohy v paramétim prostoru
télesa vzniklého pohybem tiigi plochy. Na zakla#l grafického rozboru lze
nejprve rozhodnout, zdaubkec obalova plocha pro danou ulohu existuje.
V piipac, Ze obalova plocha existuje, 1ze pomoci grafickébzboru poznat,

v jakém analytickém tvaru jeifeba obalovou plochu hledat — zda jako
parametrickou plochwélesa generovaného pohybem ifeo plochy nebo jako
plochu v tomtodlese vyjadenou explicit@, pripadré parametricky.

2 Obalova plocha

Obalova plocha je utvar, ktery vznikd pohybem jméhvaru. Abychom
mohli now vzniklé Gtvary zkoumat, jergba pohyb blize specifikovat. Za tim
ucelem zavedeme lokalni kartézsky snicovy systém pohybujiciho se Utvaru
s patatkem Q(t) a osami&(t), n(t), {(t). Analytickou reprezentaci pohybu po
trajektorii v homogennich séadnicich projektivniho roz&ni euklidovského
trojrozmérného prostoru (dale jen v 3D prostoru)

T(t)=(x(t), y(t), (t) 1), t O[t,,t,] (1)

je potom transfornmiai matice

&) &) &) o

_ nx(t) ”y(t) ’72() 0
U= .0 L) ) of
x(t)  y(t) ) 1

Jejl,z prka F:;X(t)l Foy(t)’ E.sZ(t)’ reSp-nx(t), ny(t)’ T]z(t)’ reSp'CX(t)l Cy(t)’ CZ(t)’ jSOU
cosiny uht, které svira osd(t), n(t), {(t) lokalniho soadnicového systému

tvorici plochy s osami globalniho s@anicového systéemy, y, zv daném
poradi (Fedpokladame, zg(t), n(t), {(t) jsou realné funkce realné prémmeét,
které jsou definované, spoijité a alespadenkrat diferencovatelné na].).

—+

tO[t,,t,], (2)

Je-li trajektorii Utvaru fkvka obecného tvaru, hofime o Kivocarém
pohybu. V technické praxi seiikocarym pohybem pohybuje nastrojiip
pétiosém frézovani. # kiivocarém pohybu riZe Utvar zachovavat némmou
orientaci Wi¢i trajektorii (obecny pohyb, n#pcylindricky Sroubovy a rotani)
nebo Wic¢i globalnimu sotadnicovému systém(iransl&ni pohyb). Do zvlastni
kategorie pat zobecgly transla&ni pohyb, kdy pohybujici se utvar zachovava
nemeénnou pozici wei pudorysu trajektorie. V technické praxi se zob#zm
transl&nim pohybem pohybuje frézai piiosém frézovani.

m Definice 1 -Obalova plocha Necly
S{u,v) = (x{(u,v), y(u,v), 2(u,v) 1), uD[uy, U, VOV, Vo, 3)
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je analyticka reprezentace ti@ plochy v 3D prostora transforméni matice
(2) je analytickou reprezentaci pohybu po trajekt¢l). Potom spojitym
pohybem tvéici plochy (3) po trajektorii (1) vznikn€leso

B(u,v,t)=S(u,v)[G(t), ud[uy,u,], vO[vy, V], t O[ty, 1], (4)
jehoz¢ast povrchu
E(st). sO[sy, S, t O[ty, b, (5)
nazyvame obalovou plochou, jestlize plati:
* Obalova plocha a kazda parametrickgplocha
B(u,v,y; ),y Olty,t5],i = 04,...,n, (6)

télesa (4) se dotykaji podel parametrick&iivky E(s,y;) obalové plochy,
kterou nazyvame charakteristika obalové ploCi(g), S€ [s1,S,].

* V kazdém bod obalové plochy existuje spélea t&na rovina a normala
obalové plochy a jediné parametriaképlochy (6) Elesa (4).

* Neexistuje plocha, kterd by byla sagré ¢asti obalové plochy achkteré
parametrickéiv-plochy (6) tlesa (4). O

Z uvedené definice vyplyva, ze twoi plocha (3) je ve svété poloze
parametrickouuv-plochou (6) &lesa (4). Uvazujeme-li dvnekonéné blizké
polohy tvdici plochy, splynou charakteristiky wahto polohach v jedinou
kiivku. Charakteristika je tedy fmikova kivka dvou nekonén¢ blizkych
parametrickych uv-ploch [31]. Tato vlastnost umbidje vytvait CAD
reprezentaci charakteristiky neprémeého tvaru jako fnikovou Kivku dvou
dostatén¢ blizkych poloh tvéici plochy a nasledni obalové plochy tak, Ze tuto
pranikovou kivku podrobime uvazovanému pohybu [13, 14].

2.1  Analyticka reprezentace obalové plochy

Kazdy bod charakteristiky se pohybuje sgates tvaici plochou, na niz
charakteristika lezi. Aby se tfioi a obalova plocha dotykaly podél
charakteristiky, musi v kazdém hodharakteristiky existovat spdlea te€na
rovina t(u,v,t) tvorici plochy a obalove plochy. Tea rovinat(u,v,t) musi
zarovaé obsahovat t;nu k parametrické-kiivce, coz je podminka vyl@eni
téch boad tvorici plochy, jejichz pohybem jsou generovarywky uvniti télesa
(4), nikoliv na jeho povrchu. Tato podminka je $pia, jsou-li téné vektory ke
vSem tem parametrickymikvkam €lesa (4)

_0B(u,v,t)
i

B' (u,v,t) = (xB (u,v,t), y|i3 (U,V,t),ZiB(U,V,t),O),i =u,vt, (7)

komplanarni, tedy rovna-li se jejich smiSeny &ounule. SmiSeny sdin
vypocteme jako determinam(u,v,t) matice



xg(u,v,t) ya(uvt) zs(uvt)
D(u,v,t) =] x5 (u,v,t) yu(uwv,t) zs(uvt)|. (8)
x5 (uvt)  ye(uvt) z5(uvt)

Pokud existujéeseni rovnice

xguvit) ygluvt) zuwvt)
D(u,v,t)=|xs(u,v,t) ys(uwvt) zi(u,v,t)=0, (9)
xguvt) yeluvt) z(uwvt)

je totofeSeni analytickou reprezentaci hledané obalovéhplegparametrickém
prostoru ¢lesa (4).

Podle tvarureSeni rovnice (9) fite byt obalova plocha parametrickou
plochou €lesa (4) nebo plochou ¥lése (4) vyjagenou explicité nebo plochou
v télese (4) vyjaenou parametricky. V poslednich dvotipadech mzeme
jeS€ rozlisit situaci, kdy jefeSeni rovnice (9) zavislé naci nikoliv, tj. kdy
charakteristika ma pronny ¢i neprongnny tvar. Jednotlivé typyreSeni
probereme v nasledujicich odstavcich podépbn

Obalova plocha je parametricka plocha &lesa,
charakteristika je parametricka k¥ivka télesa

Pokud existujéeSeni rovnice (9) ve tvaru
u=da,a0[u,u,], resp.v=0,B0[w,V, ] (10)

predstavuje totaeSeni analytickou reprezentaci obalové plochy jakgara-
metrickéwt-, resp.ut-plochy tlesa (4) v parametrickém prostokilesa (4), viz
piiklad na obr. 1 a). Charakteristika je parametrickdesp.u-krivka télesa (4)
| obalové plochy (10). Jeji analyticka reprezentage-tém okamziku
v parametrickém prostorglésa (4) je

u=a,t=y,, respv=pt=y,. (11)
Analytickou reprezentaci obalové plochy, resp. ahkaristiky
v 3D prostoru dostaneme, dosadime-li (10), resh. db (4)
E(v,t)=B(a,v,t), resp.E(u,t)=B(u,B,t),
resp.
Ci(v)=B(a,v,y;),respC;(u)=B(u,B,v;)-

Situace, kdyeSeni rovnice (Yede na (10), jsouctSinou edem znamé.
Jedna sefiedevSim o obalové plochy generované pohybem kybdtoeéhy a o
obalové plochy generované zob&gm transl&nim pohybem obecné raia
plochy po rovinné trajektorii.



Obalova plocha je plocha v &lese vyjadrena explicitng,
charakteristika ma neproménny tvar

Pokud existujéesSeni rovnice (9) ve tvaru
u=u(v), , resp.v=v(u), (12)

predstavuje totdeSeni analytickou reprezentaci obalové plochy jakpiochy

v télese (4) vyjadené explicit@, viz piiklad na obr. 1 b). Charakteristika je
parametrickas-, resp.u- kiivka obalové plochy (12) nepramného tvaru. Jeji
analyticka reprezentacestém okamziku v parametrickém prostoélesa (4) je

u=u(v),t=vy, respv=v(u)t=y, (13)

Analytickou reprezentaci obalové plochy, resp. akristiky v 3D
prostoru dostaneme, dosadime-li (12), resp. (&3¥y

E(v,t)=B(u(v),v,t), resp.E(u,t)=B(u,v(u),t),
resp.
Ci (V) = B(U(V)’ Vi Yi ) resp.C; (U) = B(u,v(u),yi )

SteSenim obalovych ploch, které povede na (12), #ése u Sroubo-
vého, rotaniho a pimocarého pohybu obecné roétd plochy.

Obalova plocha je plocha v &lese vyjadrena explicitng,
charakteristika ma proménny tvar

Pokud existujéesSeni rovnice (9) ve tvaru
u=u(v,t), , resp.v=v(u,t), (14)
piedstavuje totdeSeni analytickou reprezentaci obalové plochy jakpiochy
v télese (4) vyjatené explicitd, viz priklad na obr. 1 c). Charakteristika je

parametrickas-, resp.u- kiivka obalové plochy (15) a ma prémmy tvar. Jeji
analytick& reprezentaceistém okamziku v parametrickém prostoélesa (4) je

u=u(v,y;), respv=v(u,y,). (15)

Analytickou reprezentaci obalové plochy, resp. ahktaristiky v 3D
prostoru dostaneme, dosadime-li (14), resp. (153450

E(v,t)=B(u(v,t),v,t), resp.E(u,t)=B(u,v(u,t),t).
resp.
Ci(v)=B(u(v.y).v.vi), resp.C;(u)=B(u,v(u,y;). ;).
SteSenim obalovych ploch tohoto typu sézeme setkat u obecného po-

hybu obecné rotai plochy a u zobeetého translaniho pohybu obecné ratai
plochy po prostorové trajektorii.
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Obalova plocha je plocha v &lese vyjadrena parametricky,
charakteristika ma neproménny tvar

Pokud existujéeseni rovnice (9) ve tvaru
u=u(s), , v=v(s), (16)

predstavuje totdeSeni analytickou reprezentaci obalové plochy jakpiochy

v télese (4) vyjatené parametricky, vizifklad na obr. 1 d). Charakteristika je
parametrickas-kiivka obalové plochy nepratnného tvaru. Jeji analyticka
reprezentace wtém okamziku pra =y; v parametrickém prostorglésa (4) je

u=u(s)t=y;, v=v(s)t=y,. (17)

Analytickou reprezentaci obalové plochy, resp. akristiky v 3D
prostoru dostaneme, dosadime-li (16), resp. (1 {%yo

E(s.t)=B(u(s). v(s).t), resp.Ci(s) =B(u(s). v(s). ;).

SteSenim obalovych ploch typu (16) seuzeme setkat u ploch
generovanych pohybem slozité obecnédmitplochy, gicemz pohyb je rotani,
Sroubovy, pimocary nebo transtani po rovinné trajektorii. Furdki zavislost
(16) je tebaftesit graficky nebo numericky a ziskat sadnice dostat@ého
poétu bodi lezicich na charakteristice. Tyto body lze prdlobterpol&ni
kiivkou, ktera pedstavuje hledanou futiki zavislost [12].

Obalova plocha je plocha v &lese vyjadrena parametricky,
charakteristika ma proménny tvar

Re3eni tohoto typu se @dSeni pedchoziho typu lisi tim, Ze charakteristika
ma prongnny tvar. Takova situace nastane, existujgeBeni rovnice (9) ve
tvaru

u=u(st), , v=v(st), (18)

které ffedstavuje parametrické rovnice plochykese (4) v jeho parametrickém
prostoru, viz piklad na obr. 1 e). Charakteristika je parametrick&ivka
obalové plochy a ma pramny tvar. Jeji analytickd reprezentace iatém
okamziku v parametrickém prostogilesa (4) je

u= U(S,yi ), , V= v(s,yi ) (19)

Analytické vyjadeni obalové plochy, resp. charakteristiky v 3D fons
dostaneme, dosadime-li (18), resp. (19) do (4)

E(s,t)=B(u(s,t),v(s,t).t), resp.Ci(s,y;) = Blu(s,y; ) V(s vi ) vi).

SteSenim obalovych ploch typu (16) seuzeme setkat u ploch
generovanychikvoc¢arym pohybem slozité obecné r@aplochy, a to zejména
u obecného pohybu a pohybu tragsiio po prostorové trajektorii.
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a) Obalwa plocha je parametricka plocléesa b) Obalova plocha je plocha &ldse vyjadena
charakteristika je parametrickéiska tlesa explicitné, charakteristika ma nepramy tvar
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c) Obalova plocha je plocha &ldse vyjadena b) Obalova plocha je plocha slése vyjadena
explicitné, charakteristika ma pronny tvar parametricky,

charakteristika ma nepramny tvar

e) Obalova plocha je plochadldsa vyjadena parametricky,
charakteristika ma prognny tvar

Obr. 1 Riklady zobrazeni obalovych ploch a jejich charaktiérv parametrickér
prostoru &lesa generovaného pohybemifeoplochy
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2.2  Metoda nalezeni analytické reprezentace obalové by

Pokud se nejedna dipady, kdy analytické vyjaéni obalové plochy a jeji
charakteristiky pedem zname, nevime, jakého typu a zilaee existujgeSeni
rovnice (9). K zasadnimu rozhodnuti nam gé@engraficky rozbor alohy, ktery
probih& v parametrickém prostogilesa vzniklého pohybem t¥ioi plochy roz-
déleném po vhodh zvolenych okamzicich do jednotlivych sniinlanimace.
Vlastni metoda vyvinuta k nalezeni analytické repreace obalové plochy za-
hrnuje nasledujici kroky:

1) TélesoB(u,v,t) — Nejprve nalezneme analytickou reprezentdest(4).

2) Determinant D(u,v,t) — Vyjadime determinanbD(u,v,t) matice (8) pro kon-
krétni zadani alohy.

3)Animace — Pro zvolené hodnoty, i = 0,1,...n, vykreslime vzdy do jednoho
prostorového grafu graf plochy(u,v,y;)) a graf rovinyz= 0. Volime dosta-
tecny patet hodnoty;, i = 0,1,...n, a ziskané prostoroveé grafy ugsgdame do
animace.

4) Existenceredeni— Redeni rovnic®(u,v,t) = 0 existuje, pokud existuje jori-
kova Kivka plochyD(u,v,y;) s rovinouz = 0 pro kazdé=0,1,...n.

5)Proménny/neproménny tvar charakteristiky — Pokud jsou $ animaci
vSechny piinikové Kivky totozné, jeeSeni rovnic®(u,v,t) = 0 nezavislé na
a charakteristika ma neprémmy tvar. Pokud sefpanimaci pfinikova Kivka

vvvv

tvar.

6) Typ reSeni— Jestlize je pinikovou Kivkou plochyD(u,v,y;) s rovinouz=10
pro vSechnay;, i =0,1,...n, piimka u=a, resp.v=, lze obalovou plochu
vyjadiit jako parametrickowt-, resp.ut-plochu glesa.

Jestlize pedstavuje pmikova Kivka pro vSechny hodnoty=vy;, i =0,1,...n,
graf prosté funkce (obeé&rzavislé na, tedyu = u(t), resp.v = \(t)), Ize se po-
kusit tuto funkni zavislost nalézt, nebcse niize jednat o fipad, kdy lze
obalovou plochu vyjéit explicitné jako plochu véleseB(u,v,t). Zda neza-
visle pronénnou v explicitnim vyjateni obalové plochy bude prémmau,
resp.v, zalezi na tom, pro kterou prénmou Fedstavuje pmikova Kivka
pro vSechny hodnoty=1v;,i = 0,1,...n, graf prosté funkce.

Pokud ma pmikova Kivka natolik slozity tvar, Ze jej nelze popsat jewli
rovnici, hledame odpovidajici fuéki zavislost v segmentovaném tvaru.
Jestlize ani segmentace nevede k nalezeni anaytigprezentace obalové
plochy jako plochy vdlese vyjadené explicitd, je nutnéreSit tlohu graficky
nebo numericky a obalovou plochu wyjédparametricky jako plochu
V télese.
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3  Prakticka aplikace

Navrzenou metodu budeme prakticky aplikovat filadu gtiosého sou-
vislého frézovani lopatek ébného kola kuzelovou frézou, coz je technologie,
ktera se podle nejnggich vyzkunii [4, 32] k vyrolg lopatkovych obznych kol
Vv sowasnosti pouziva. Vyuzijeme zde pozratiskanych studiem obalovych
ploch a ukdzeme, ze pouziti kuzelového nastrojee degodiznuti obrobené
plochy. AnalytickéieSeni vede na rozsahlé a fedpedné vztahy, proto jej zde
pouze nazndame, ale jeho konkrétni podobu nebudeme &wadiskané vy-
sledky budeme demonstrovat pomoci obiia#éteré byly na zakladanalytic-
kéhoteSeni konkrétni modelové situace&ipeny, viz obr. 2 (rozery nastroje
jsou voleny s ohledem na zachovéitgélnosti obrazku).

Z geometrického hlediska je neutralni plocha lopatkéZného kola fim-
kova pechodova plocha &ena linearni interpolaci mezi ¢&wma okrajovymi
prostorovymi Kivkami obecného tvaru — defimi kiivkou hlavy lopatkyH(t) a
definiécni kiivkou paty lopatkyF(t). Tlouf’kova funkce lopatky jgdepsana
technickou dokumentaci je linearni, proto jsou ¢ olbrakéné plochy lopatky
primkové gechodové plochy. Analyticka reprezentace plochwatkyje tedy

L(v,t)=(@-v)(F(t)+VvIH(t),vO[01], t O[0]. (20)
Parametrické&-kiivky plochy lopatky prd =v, y €[ty, t2], jsou Uséky
L(v,y)=[@-v)IF(y)+vIH(y), vO[oa], (21)

parametrickét-kiivky plochy lopatky prov =98, B €[vi, Vo], jSOu prostorové
kiivky obecného tvaru
L(B.t)=(1-B)LF(t)+BIH(t). tO[01]. (22)

Zanedbame-li jednotlivérlty, predstavuje kuzelovy nastroj (komoly kuzel
s polongry podstava, a + b a vyskouc) z geometrického hlediska rotd ku-
Zelovou plochu s analytickou reprezentaci

S(u,v)=((a+blv)cosu, (a+blv)sinu, clv,1),ud[02n], vO[0]] . (23)
Parametrické u-, resp. v-kiivky plochy (23) prov=p, Be[vy, Vo], jsou
rovnolkezkoveé kruznice

S(u,B)=((a+bIp)cosu, (a+bIp)sinu, cIB,1), ul [0,2n], (24)
resp. prau = a, a € [0, 2r], us&ky (polomeridiany)
S(a,v)=((a+blv)cosa, (a+blv)sina, clv,1), vO[0]]. (25)

Rotani kuzelova plocha (23) je tedy zardvgiimkovou plochou. Tato skute
nost sama o seébvSak nezajiuje, ze plocha obrobena kuzelovym nastrojem
bude gimkova plocha [32]. Pohybem rétd kuzelové plochy vznika obalova
plocha (5), kter4 bude fipnkovou plochou jedid tehdy, bude-li zarove
parametrickou plochou ¥lese (4). Takova situace nastane, jestlize existuje
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reSeni rovnice (9) ve tvaru (10), ted§ potacnim pohybu tvéci plochy (23),
pokud je osa tuci plochy (23) rovnokZna nebotrznokEZzna s osou rotaiho
pohybu, a neboipzobecrlém translanim pohybu po rovinné trajektorii.

P pétiosém obraéni lopatek obznych kol se vSak kuzZelovy nastroj po-
hybuje Kivo¢arym pohybem. Pohyb je v tomtdipad charakterizovan pohy-
bem osy nastroje paipnkové gechodové plosa(v,t) tvorené mnozinou poloh
osy nastroje. Jednotlivé polohy osy jsou paramanekiivky plochy A(v,t).

V praxi je tato plocha gena technologickymi a geometrickymi podminkami
vyroby a vytvdi se v CAM systému pro konkrétni parametry ulohyr, @.

Obr. 2 Kfivocary pohyb kuzelového nastroje

Analyticka reprezentace plociyv,t) je
A(v,t)=(1-V)IF, (t)+VIH 4 (t), vO[03], tO[01], (26)

Okraje Ha(t) a Fa(t) plochy A(v,t) ve sn&ru parametrut jsou dany pouZzitym
matematickym modelem CAM systému, coz jeiev@zné wtSingé pripad
B-spline Kivka tretiho stupi [14], jak je tomu i na obr. 2.

Prvky transforméni matice (2), kterd definujefikocary pohyb nastroje,
urcime ot@enim lokalniho saidnicového systému nastroje tak, aby
souradnicovy vektor osy nastroje byl v kazdém okamidtozny se sgrovym
vektorem parametrickékiivky plochy A(v,t).

GrafickéreSeni rovnice (9) je uvedeno na obr. 3, kde jeaasr jeden sni-
mek animace (pre = 7/8); vlevo ve forma prostorového grafu funkde(u,v,y) a
roviny z= 0 (ntizka), vpravo je zobrazenigorys prostorového grafu. Charak-
teristika — piinikova kKivka funkce D(u,v,y) a rovinyz = 0, kterd ma dvvétve
K(v,y) aK* (v, y) je zobrazena tlustatarou.

Obalova plocha generovanévocarym pohybem kuzelového nastroje ma
dve ¢asti E(v,t) aE*(vt), jak je patrné z jejiho zobrazeni v parametricksnm
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storu Elesa (4) na obr. 4 vlevo. Z tohoto obrazku jetelré patrné, ze se ne-
jedna o parametrickou plochdldsa (4), ale o plochu ¥lese (4), kterou lze
vyjadtit explicitné, a tudiz musi dojit k pdtknuti obrabné plochy. Kuzelovy
nastroj se totiz nedotyka obsdt® plochy podél svého meridianu, ale podél cha-
rakteristiky, cozZ je prostorovéatikka. Rozdil mezi meridiAnem a charakteristi-
kou je dolse patrny z obr. 4 vpravo (Zidodi zachovankitelnosti obrazku je
nakreslena jenom jediast obalové plochy).

20 D(U,V,’Y) u

4

Obr. 4 Obalova plocha generovarf&v&tarym pohybem kuzelového nastroje
zobrazeni v parametrickém prostoru (vlevo) a v 8@siru (vpravo)

4  Zaveér
Problematika obalovych ploch je velmi aktualni téjala z matematicko-

geometrického hlediska, tak také z hlediska priktb aplikaci obalovych
ploch ve strojirenské technologii. Hlavniimpsy autorky Ize spét predevsim
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ve vyvoji jednotného postupu vedouciho k nalezemilydické reprezentace
obalové plochy generované spojitym jednoparamsitnicikpohybem obecné
rotatni plochy na zaklatd podminky, Ze obalova plocha je mnozZina takovych
bodi télesa vzniklého pohybem t¥ioi plochy, ve kterych jsou vSechny tecné
vektory k parametrickym ikkam tohoto &lesa komplanarni. Takto
zformulovana podminkaiedstavuje progresivni modifikaci stavajiciho DG/K
piistupu v [24] a fstupu v [27-30, 33] a je podstatou Zné& obecnosti
navrzené metody. Dale byla autorkou vyvinuta metogdvoreni CAD
reprezentace obalové plochy na zaklaskut&nosti, Ze charakteristika je
pranikova kivka dvou nekonen¢ blizkych poloh tvéici plochy [13, 14].

V neposledniact byla feSena i inverzni uloha na obalovych plochach, tj.
tloha, kterd pro danou obalovou plochu a dany pdtigbla takovou tuvaci
plochu, jejimz pohybem je generovana gré&ana obalova plocha. Motivaci
k feSeni inverzni ulohy je vyzkum za&feny na vyvoj vysoce produktivnich
metod obraéni ploch lopatek a¥Zznych kol bokem nastroje. K sestrojeniifeo
kiivky obecné roténi plochy, ktera fedstavuje CAD reprezentaci nastroje p
ieSeni inverzni dlohy, byla navrZzena nova, dosudubld@vana normalova
metoda konstrukce bodu charakteristiky. Tato metgda zalozena na
skute&nosti, Ze v boé charakteristiky obalové plochy existuje sgol@ normala
tvorici a obalové plochy a Ze normala ftaplochy protina osu rotace.
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