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Summary

Uncertainty in input parameters is present in most, or even in all mathematical and com-
putational models. As a consequence, model outputs are also uncertain and the amount
of uncertainty in output quantities should be assessed.

It is quite common to consider datasets whose uncertainty has stochastic features,
that is, input values are weighted by their probability. Then, the goal is to infer probabi-
listic parameters that characterize the behavior of output quantities. In many problems,
however, a stochastic description of input data is not adequate to the situation, or is
not available, or is too uncertain. In such cases, non-stochastic approaches can be more
adequate.

We focus on three non-stochastic approaches to uncertainty in modeling; namely to
the worst scenario method (WSM), Dempster-Shafer theory, and fuzzy set theory.

In the WSM, input values are not weighted and the particular input value (within
the scope of uncertainty) responsible for the maximum value of the output quantity and,
analogously, for its minimum are searched for. Consequently, the entire range of the output
quantity determined by the input uncertainty is inferred.

The Dempster-Shafer theory is applicable to datasets that are weighted; the weight
can originate from the degree of trustworthiness that we attach to each dataset. Although
the weight resembles a probability measure, the assumptions it must comply with are
significantly weaker than the probabilistic “weights” that we meet in probability theory.

In fuzzy set theory, the values that form the dataset representing the uncertainty in
inputs are weighted. Again, the assumptions are less demanding than in the probabilistic
approach.

In both approaches, the weight of the output quantity is to be inferred from the input
weights. To this end, a sequence of auxiliary worst scenario problems has to be solved.
That is, the WSM becomes an integral part of the two other methods.

To solve a state problem, which is the core of the worst scenario problem, one has to
resort to a numerical method, especially if the underlying state problem is challenging;
take, for instance, a partial differential equation solved by the finite element method, finite
difference method, or boundary element method. Then, for uncertain scalar data, the
worst scenario problem becomes a global optimization problem for a function of several
variables. Moreover, if the uncertain inputs include functions, then an approximation
of the input dataset is also necessary to transform the original worst scenario problem
to constrained global optimization. Although the global extremes are hard to find, the
relevant theory, algorithms, and software are at the analyst’s disposal.

In the worst scenario (theoretical) analysis, the crucial step is the proof of the existence
of the worst scenario and the proof of the continuous dependence of the state solution on
the input data. Also, a convergence analysis of the approximate solutions to the solution
of the original problem is important. Both the existence and convergence analyses for
various problems originating from continuum mechanics have already been performed in
the works by I. Hlavacek and other authors. Just to list a few topics: heat flow problems,
beam vibrations, contact of elastic bodies, and plasticity problems, for example.



Souhrn

Nejistota ve vstupnich parametrech se objevuje v mnoha, ne-li ve vSech matematickych
a vypocetnich modelech. V dusledku pak vystupni veli¢iny modelu jsou také nejisté, a mira
i charakter jejich nejistoty by tudiz mély byt analyzovany.

Bézné se uvazuji mnoziny dat, jejichz nejistota je stochasticka, tj. vstupni hodnoty
jsou vazeny pravdépodobnosti jejich vyskytu. Pak je cilem odvodit pravdépodobnostni
parametry charakterizujici chovani vystupnich veli¢in. V mnoha tlohach vsak pravdépo-
dobnostni charakterizace vstupnich dat neodpovidda modelované situaci nebo je nemozna ¢i
je sama prilis nejista. V takovych pripadech mohou byt vhodnéjsi nestochastické pristupy.
Proto se prednaska zameéruje na tii nestochastické pristupy k nejistoté v modelovani, a to
na metodu nejhorsiho scénare, na Dempsterovu-Shaferovu teorii a na teorii fuzzy mnozin.

V metodé nejhorsiho scénare vstupni hodnoty nejsou vazeny a hledaji se (v rozmezi
daném mirou nejistoty) ty vstupni hodnoty, které extremalizuji vystupni velic¢inu, tj. urcuji
jejl maximum a minimum, ¢imz je pak urcen i celkovy mozny maximalni rozsah hodnot
vystupni veli¢iny dany nejistymi vstupnimi hodnotami (jejich variabilitou).

Myslenky Dempsterovy-Shaferovy teorie se uplatni v pripadech, kdy mnozindm vstup-
nich hodnot jsou prifazeny jejich vahy; ty mohou napiiklad odpovidat mife duvéryhodnos-
ti, kterou pripisujeme jednotlivym mnozinam. Vahy v této teorii pfipominaji pravdépo-
dobnostni miry, ale predpoklady na né kladené jsou slabsi nez v teorii pravdépodobnosti.

V teorii fuzzy mnozin jsou vazeny piimo prvky mnoziny hodnot nejistych parametru.
Vahy a operace s nimi opét splnuji predpoklady slabsi nez v teorii pravdépodobnosti.

V obou pristupech je cilem odvodit vahy hodnot vystupni veli¢iny. K tomu je zapotiebi
vyfesit sérii pomocnych problému, jimiz, jak se ukazuje, jsou pravé tlohy nejhorsiho
scénare. Tak se metoda nejhorsiho scénare stava nedilnou soucasti dalsich metod.

Pro alespon ptiblizné vyteseni tlohy stavové tlohy, ktera je jadrem problému nej-
horstho scénafe, je obvykle nutné pouzit néjakou numerickou metodu. Jako ptiklad muze
poslouzit diferencialni rovnice feSenda metodou konecnych nebo hrani¢nich prvku ¢éi me-
todu konecnych diferenci. Pro nejista skalarni data pak tloze nejhorsiho scénare od-
povidé problém globalni optimalizace funkce vice proménnych. Jestlize se v roli nejistych
vstupnich dat vyskytuji i funkce, vhodnym zpusobem se aproximuji a puvodni problém
nejhorsiho scénare se tim opét prevede na problém globalni optimalizace. Ackoli nalezeni
globalnich extrému je obtiznd tloha, je alespon k dispozici odpovidajici teorie a mnozstvi
vhodnych algoritmu i vypocetnich programu.

Z teoretického pohledu je zakladni ¢asti analyzy metodou nejhorsiho scénére dukaz,
ze stavové feseni zavisi spojité na vstupnich datech a ze nejhorsi scénai mezi pripustnymi
daty viubec existuje. Dulezita je i konvergenéni analyza, v niz se dokazuje, ze feSeni apro-
ximované stavové ilohy a aproximované lohy nejhorsiho scénare konverguji k feSenim
prislusnych ptuvodnich (neaproximovanych) uloh. Existenéni i konvergenéni analyza byla
provedena u fady tuloh inspirovanych problémy mechaniky kontinua (viz zejména prace
I. Hlavacka). Uved'me nékolik pifkladi: vedeni tepla, vibrace nosniku, kontakty pruznych
téles a plastické deformace.



Klicova slova
nejista vstupni data, matematické modelovani, metoda nejhorsiho scéndaie, Dempsterova-
Shaferova teorie, teorie fuzzy mnozin, aproximace, optimalizace, mechanika kontinua

Keywords
uncertain input data, mathematical modeling, worst scenario method, Dempster-Shafer
theory, fuzzy set theory, approximation, optimization, continuum mechanics



Obsah

© 00 O Ul Wi+~

UVO 6
Stavova tloha a kriteridlni funkciondl ......... ... ... ... L 7
Metoda nejhorsiho scénaie ... i 7
Metoda nejhorsiho scénare a Dempsterova-Shaferova teorie............... 8
Teorie fuzzy MNOZIN . ....... ... . e 10
Prpustnd mnozina Usq . ... ooovvve e 11
APTOXIIMACE . . . oottt 12
Vypocetni aspekty . ... ... 13
ZAVETY & POZNAMKY .. ..o 14
Literatura . ... ..o 15
OdbOorny ZIVOLOPIS - .o vttt 18



1 Uvod

Vstupni data jsou podstatnou soucasti kazdého matematického modelu a v matematickém
modelovani se jich tykaji dva zdkladni okruhy otazek: (a) zda dostupné vstupni udaje
vhodné koresponduji s matematickou strukturou konstruovaného nebo jiz vybraného ma-
tematického modelu; (b) jak velkd nejistota zatézuje vstupni data a jak se nejistd data
projevuji na chovani matematického modelu (tj. stavové tlohy). V této préci se tématu
(a) nebudeme vénovat.

Metoda nejhorsiho scénére (kapitola 3) je inspirovéna klasickou inzenyrskou zésadou
bezpeéného navrhu, kterd pozaduje, aby funkce navrhovaného dila ¢i zafizeni byla za-
chovéna i za nejneptiznivéjsi uvazované situace. Uvazované situace jsou v matematickém
modelu predstavovany mnozinou pripustnych dat oznacovanou symbolem U,q, ktera popi-
suje rozsah hodnot, jichz mohou vstupni parametry stavové tlohy nabyvat (napf. hodnoty
materidlovych parametru, zatizeni atd.), mnoziné Uy,q se podrobnéji vénuje kapitola 6.

Jestlize jsou vstupni data stavové tlohy nejistda a dana pripustnou mnozinou U,q, pak
jim odpovidd mnozina stavovych feseni a je tfeba posoudit, zda nékteré z ptripustnych
feSeni nezpusobi poruseni zminéné zasady bezpecného navrhu.

Ne vzdy je predmétem zdjmu piimo samo stavové feSeni, casto se sleduje veli¢ina,
kterd je z teSeni odvozend (sledovand velic¢ina, zdjmova velicina (quantity of interest),
kriteridlni funkcionél). Piikladem muze byt stavové tloha dand rovnici linedrni pruznosti
a formulovana v posunutich, pticemz sledovanou veli¢inou je lokalni mechanické napéti.
Nejista data U,g tedy implikuji mnozinu hodnot sledované veliciny a cilem je urcit ex-
tremalni hodnoty sledované veli¢iny za predpokladu, ze nejista vstupni data jsou urcena
pripustnou mnozinou Us,q. To je zakladni myslenka metody nejhorsiho scénére.

Ackoli to neni myslenka nova, jeji dusledné matematicka aplikace na stavové tlohy
dané diferencialnimi rovnicemi se nezdaji byt casté, zejména pokud vstupni parametry
nejsou skalary, nybrz funkce vystupujici jako koeficienty diferencialnich rovnic.

Znalost extremalnich hodnot sledované veli¢iny je sice dulezitd, ale pti feseni tiloh mo-
tivovanych problémy z praxe se casto setkavame se situaci, kdy o vstupnich datech méame
dalsi informace, napiiklad vahy vstupnich hodnot. Pak je zadouci zuzitkovat tyto infor-
mace i ve vystupnich datech. Piikladem muze byt pravdépodobnost vyskytu jednotlivych
vstupnich hodnot a z ni odvozena pravdépodobnost hodnot sledované velic¢iny.

Stochastické metody hodnoceni vlivu nejistych vstupnich dat na chovani modelu exis-
tuji v mnoha variantach a jsou Siroce pouzivany. Pripomenme metodu Monte Carlo
(napf. [33]), polynomiélni chaos [13], ¢i metodu pfechodu k mnohodimenzionalnim de-
terministickym parcidlnim diferencidlnim rovnicim [2, 3]. Je vSak tfeba mit na paméti,
ze pravdépodobnostni charakterizace poskytuje o sledované veli¢iné pomérné silnou in-
formaci, a ze tedy i o vstupnich velicindch musime mit netrivialni informace — parame-
try rozdéleni pravdépodobnosti, korelace aj. Ty samy mohou byt a ¢asto jsou neurcité,
takze je opét mozné vyuzit myslenku nejhorsiho scénéie a v piipustném rozmezi hod-
not charakterizujicich pravdépodobnost vstupnich dat hledat ty hodnoty, které vedou k

Mize se ovsem ukazat, ze pravdépodobnostni charakterizace chovani modelu je natolik
nejista nebo oprend o tolik hypotéz, ze je vhodnéjsi stochasticky koncept opustit a pouzit
jiné metody vazeni vstupnich dat a odvozovani vah sledovanych veli¢in. Zamétime se na
dva nestochastické pristupy.

Dempsterova-Shaferova teorie pouziva souboru danych mnozin a jejich danych vah
(ohodnoceni) ke stanoveni, zhruba feceno, horniho a dolnftho ohodnoceni mnozin, jez
nejsou zahrnuty do daného vychoziho souboru. Vypoctena ohodnoceni indikuji, jak tésny



¢i volny vztah ma ohodnocovand mmnozina k vychozimu souboru mnozin a jejich vah.
Aplikace této myslenky na tlohy s nejistymi vstupnimi daty predpoklada prifazeni vah
pripustnym mnozindm vstupnich dat. Cilem je urc¢it odpovidajici soubor mnozin (inter-
vali) sledované veli¢iny a jejich vah (zde se uplatni metoda nejhorsiho scénéie), coz potom
umoznuje hodnotit rizné mnoziny redlnych cisel z hlediska jejich vztahu k intervalum sle-
dované velic¢iny urcenym jednotlivymi pripustnymi mnozinami vstupu; vice v kapitole 4.
Teorie fuzzy mnozin vzesla z potieby charakterizovat vagné popsané mnoziny a operace
vstupnich dat. Cilem pak je zkonstruovat funkei prislusnosti sledované veliciny. K tomu je
zapottebi fesit ilohy, které odpovidaji problémum nejhorsiho scénére; vice v kapitole 5.

2 Stavova uloha a kriterialni funkcional

Popisme vychozi situaci spole¢nou vsem piistupum.
Predpokladejme, Ze stavova uloha je dana vztahem

Ala)u = f(a), (1)

jenz predstavuje rovnici, v niz operator A i vyraz na pravé strané mohou zaviset na
parametru a € U,q, kde Uyq je podmnozinou Banachova prostoru B. Piredpokladejme, ze
pro kazdou volbu a € U,q existuje pravé jedno stavové teseni u = u(a) € V, kde V je
vhodny prostor funkci. Predpoklddejme, ze zobrazeni a — u(a) je spojité, v radé pripadu
postaci slaba spojitost.

Necht sledované veli¢ina je reprezentovana kriterialnim funkciondlem

®(a,u(a)), (2)

jenz ohodnocuje feseni ulohy (1) a muze i piimo zaviset na parametru a € U,q. Diky
jednoznac¢nosti feseni u(a) lze misto (2) pouzivat kriteridlni funkciondl

\Ij(a) = @(a,u(a)), (3)

pricemz se predpoklada, ze funkcional ® mé takové vlastnosti, ze funkcional ¥ je spojity
na mnoziné U,y.

Pozndmky: Stavovy problém nemusi byt jen rovnice; napt. [21] se zabyva i varia¢nimi
nerovnicemi s nejistymi vstupnimi daty.

Parametr a muze byt skalar, vektor, matice, funkce atd.

V konkrétnich tlohach kriteridlni funkcional predstavuje napt. veli¢iny inzenyrského
zajmu, kupf. lokalni teplotu, lokalni invarianty mechanického napéti, vzdalenost mezi u(a)
a predem danou funkci, potencialni energii aj. [

3 Metoda nejhorsiho scénare

V metodé nejhorsiho scénaie vstupni hodnoty nejsou vazeny. Cilem je najit prvek a® € Uaq
takovy, aby platilo
a’ = arg max ¥(a). (4)
a€lyqg

Uloha (4) je také znama jako antioptimalizace, viz [11, 12].



Pozndmka: Spojeni nejhorsiho scénare a maximalizace kriterialniho funkcionalu vychézi
z obvyklych inzenyrskych situaci, kdy vysoké hodnoty sledované veli¢iny (teplota, mecha-
nické napéti, posunuti) jsou povazovany za nebezpecné. [J

Obdobné muzeme definovat problém nejlepsiho scénéte: najit

ap = argmin ¥(a). (5)
a€Uyq

Predpokladejme, ze Us,q je souvisla kompaktni podmnozina Banachova prostoru B a
U je zobrazen{ spojité na Uag. Pak existuji prvky a® a ag (viz (4) a (5)), které navic urcuji
interval

Iy = [W(a0), ¥(a")] = Wy, . (6)

Kompaktnost mnoziny Us,q lze zajistit jeji vhodnou definici, spojitost zobrazeni ¥ je
pro konkrétni tilohy nutné dokazat, klicovy byva dukaz spojité zavislosti stavového reseni
u na parametru a € Uyq; podrobnosti s aplikacemi uvadi napt. [21].

Poznamky: 7 vypocetniho hlediska (viz kapitolu 8) je vyhodné, aby mnozina U,y byla
navic i konvexni, coz nékteii autofi zduraznuji pfimo v ndzvu metody [5].
Protoze tlohy (4) a (5) si jsou z matematického hlediska blizké, budeme, zejména

v obecné roviné, pod metodu ¢i problém nejhorsiho scénaire casto mlcky zahrnovat i tilohu
(5). O

4 Metoda nejhorsiho scénare a Dempsterova-Shaferova
teorie

Neni vyjimecna situace, kdy pro vstupni data mame nékolik pripustnych mnozin ziskanych
napt. ruznymi meérenimi nebo na zakladé ruznych expertiz a kdy témto pripustnym
mnozindm muzeme prisoudit ur¢ité vahy odvozené kuptikladu z trovné kvality meéreni
nebo expertizy. V takové situaci je prirozené prenést vahy piipustnych mnozin i na ob-
razy téchto mnozin pti zobrazeni W a snazit se tuto informaci déale zuzitkovat. V tom
nam pomohou elementdrni postupy Dempsterovy-Shaferovy teorie (G-S teorie) [9, 34],
téz napt. [1, 6]. Omezme se na zdkladni myslenky teorie pfizpusobené nasim potiebam.

Predpokladejme, ze U;, kde i = 1,2,...,k, jsou dané (pro jednoduchost) konvexni a
kompaktni podmnoziny (v G-S teorii nazyvané fokélni prvky (focal elements)) Banachova
prostoru, jimz jsou piitazeny véhy my(U;) > 0 spliujic Zle my(U;) = 1. Tyto vahy
reprezentuji duvéryhodnost ¢i kvalitu informace, kterou mame o U;. Naptiklad mnozina
U; muze pochdzet z méfeni méné spolehlivého nez mnozina Us, pak my(Uy) < my (Us).

Vytesenim tloh (4) a (5), v nichz je mnozina U,y nahrazena mnozinou U;, dostaneme
odpovidajici scénéie a®" a ag;, jakoz i intervaly I, viz (6), které vytvaieji soubor fokalnich
prvku v prostoru redlnych ¢isel.

Pokud se stane, ze I, = I&, pro néjaké i # j, prislusny interval je zapocitan pouze
jednou. Je tedy vytvoren soubor k intervali f\lp, kdel=1,2,... ,/;: al<k<k.

Vahy intervalt I}, oznacime my(I}) a stanovime takto:

my(Il) = > my(U;), 1=1,2,... k. (7)

{e{1,2,....k}: I3,=1%}

~

Definujme jesté my (@) = 0 a zavedme K = {1,2,...,k}.
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Obr. 1

Veli¢ina my(I,) muze byt interpretovdna jako mira (drovei, stupen) vérohodnosti
(likelihood) piifazend intervalu I', na zdkladé kriteridlniho funkciondlu ¥ a miry vérohod-
nosti mnozin U;, viz [31].

Na mnoziné vsech podmnozin mnoziny realnych cisel R se zavadéji dvé zobrazeni do
intervalu [0, 1]. Jmenovité Bel (belief) a Pl (plausibility):

Bel(S)= > me(ly), PIS)= > me(ly), ScCR (8

{lek: IL,cS} {lek: IL,nS#0}

Interpretace vyznamu Bel a Pl je ponékud neustdlend. Napiiklad [31] vysvétluje
Bel(S) jako dolni mez vérohodnosti (likelihood) S a PI(S) jako horni mez vérohodnosti S.
Podle [1] je Bel(S) (a podobné PI(S)) dolni (horni) mez vypovédni sily informaci (pod-
kladu), jez jsou k dispozici. Také se nekdy uvadi, ze Bel(S) (PI(S)) je nejmensi (nejvétsi)
pravdépodobnost jevu S, kterd je konzistentni se vstupni informaci.

Funkce Bel a Pl tedy vypovidaji o vaze vztahu mezi zvolenou (testovanou) mnozinou
S C R a hodnotami sledované veliciny, jez jsou vazenym obrazem piipustnych mnozin.

llustracni priklad
Uvazujme vetknuty zatizeny nosnik (Obr. 1) s volnym koncem podepfenym pruzinou,
jejiz tuhost, oznacéme ji k, je nejista. Hodnota k je reprezentovana ruznymi intervaly Uj,
1 = 1,2,...,5, pricemz jednotlivym intervalum jsou prifazeny vahy 0,2, 0,3, 0,1, 0,25
a 0,15 odpovidajici duvéryhodnosti, jiz pfisuzujeme prislusnym intervalim. Sledovanou
veli¢inou necht je posunuti volného konce nosniku.

Pro kazdy interval U; vypocteme nejvétsi a nejmensi hodnotu posunuti (intervaly I%)
a podle (7) odvodime jejich vahy my(I%) (intervaly U; jsou ruzné, tedy intervaly I% jsou
také rizné a I, = Ii). Necht intervaly posunuti jsou [72,79], [69,74], [73,78], [71,77] a
[76,83] v danych jednotkach. Dostaneme tedy

my(Iy) =my([72, 79]) = 0,2, my(l3) = me([69, 74]) = 0,3,
my(I3) = me([73, 78]) = 0,1,  mg(I4) = my([71, 77]) = 0,25,
my(15) = my([76, 83]) = 0,15.

K posouzeni nejistoty sledované veli¢iny mohou poslouzit grafy funkei  +— Bel([z, x +
d)) az — Pl([z,z 4+ d]), kde d € {1, 2, ..., 9} je pevné déno a x nabyva celociselnych
hodnot v intervalu [60, 90]. Smyslem je stanovit dolni a horni mez ohodnoceni intervalu

9
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Obr. 2

[z, « + d] v prostoru sledované veli¢iny na zakladé informaci, jez mame o nejisté tuhosti
pruziny.

Obr. 2 ukazuje grafy pro d = 7 a d = 9. Mezi intervaly délky 7 jednotek se jako
nejvérohodnéjsi jevi interval [71, 78] (maximalizuje Pl i Bel), mezi intervaly délky 9
jednotek je to [69, 78].

Pozndmky: Obdobnym zpusobem by se napriklad analyzoval i vliv nejistého zatizeni. Pak
by mnoziny U; predstavovaly vazené mnoziny funkeci popisujicich zatizeni nosniku. Za
vhodnych predpokladu by se metodou nejhorsiho (a nejlepsiho) scénére nasly prislusné
intervaly posunuti I}, a déle by se postupovalo jako v prikladu.

Dempsterova-Shaferova teorie umoznuje vyporadat se i se situaci, kdy pro fokalni
prvky mame dvé sady ruznych vah (dodanych napiiklad dvéma experty). O ziskani kom-
binované véhy vice kupiikladu v [1, Section 3.5.5]. O

5 Teorie fuzzy mnozin

Dalsi standardni situaci je pripad, kdy mame jednu pripustnou mnozinu vstupnich dat,
jejiz prvky jsou ohodnoceny (véazeny). Takto muzeme nahlizet na fuzzy mnoziny [35, 36],
kde je vdha prvku ddna funkei piislusnosti (membership function) s hodnotami v intervalu
0, 1], viz téz [1, 6, 10, 29, 37].

Pozndmka: V teorii fuzzy mnozin funkce piislusnosti definuje miru (stupen) piislusnosti
prvku zakladniho prostoru k (fuzzy) mnoziné, a tim vlastné fuzzy mnozinu urcuje. Pro
nase potteby bude nézornéjsi, kdyz mnozina bude predem dana sama o sobé a na ni bude
definovana vahova funkce — funkce ptislusnosti. [

Predpokladejme tedy, ze je dana kompaktni a konvexni piipustnd mnozina U,q spolu
s funkei prislusnosti pi, : Uaa — [0, 1], kterd je (pro jednoduchost) spojitd a konkavni,
viz Obr. 3 vlevo. Pripousti se, ze 1y, muze na U,q nabyvat i nulovych hodnot; typicky
ovsem i, (a) > 0, jestlize a je prvkem vnitiku mnoziny Uaq.

Pomoci funkce fy,, se definuji a-fezy (a-cuts) mnoziny Usq:

< =Ha €Uaa: pu,la) > al, a € [0,1]; 9)

a-Tezy jsou konvexni a kompaktni podmnoziny U,q, viz Obr. 3 vpravo, kde a = 0,5.
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Obr. 3

Vyftesenim tloh (4) a (5), kde misto Uaq pouzijeme U2, odvodime intervaly Ig zdvislé
na «, viz téz (6). Jestlize ozna¢ime Iy interval, jenz je obrazem celé piipustné mnoziny
Uaq pTi zobrazeni U, viz (6), pak pii daném « je interval I$ jeho a-fezem.

Ze znalosti a-fezu lze odvodit funkci prislusnosti py, jiz tyto a-fezy odpovidaji:

po(y) =max{a: y € I3}, y € lv. (10)

Vaha hodnoty ¥(a), tedy sledované veliciny zavislé na parametru a € Us,q, je dana hod-
notou py (¥ (a)).

Pozndmka: V monografii [4], zaméfené na rozhodovéani pti netplnych informacich, je uve-
den nestochasticky pristup k nejistym dattim, jenz také vede k vypoctu nejhorsich scénaiu
zavislych na nezdporném parametru a.

Piedpoklada se, ze o urcuje miru nejistoty reprezentovanou piipustnou mnozinou UJy,
pricemz oy < ay implikuje Uy, C U, . Téz se predpokladd, ze existuje takovy parametr
@, Ze hodnota ¥(a’) dand nejhorsim scéndfem (4) v mnoziné Uo; neni vétsi nez g € R,
coz je zadand maximéalni prijatelna hodnota sledované veli¢iny.

Cilem je najit am.c € R, maximalni hodnotu parametru a takovou, aby platilo
U(a") < g, kde a° € US> maximalizuje ¥ na mnoziné Yo, Jinymi slovy, hledd se
maximalni pfijatelnd nejistota vstupnich dat. Pfestoze nejsou zminény fuzzy mnoziny,
postup odpovida technice a-tezu. [

6 Pripustna mnozina U4

Zaméime se na piipustnou mnozinu funkci, jez mohou vystupovat napiiklad jako koefici-
enty diferencialni rovnice. Pro ilustraci uvazujme kvazilinearni eliptickou okrajovou ulohu
na omezené oblasti  C R? (viz [20])

—div(a(u) gradu) = f v Q, (11)
ulpe =0, (12)
kde f € L*(). Funkce a jedné proménné muze byt nejistd, tj. a € Uaq, viz [22, 19, 21].

Ptipustnd mnozina vhodnd pro nelinedarni tlohu ustéleného vedeni tepla (11)-(12)
a pouzitelnd i v jinych problémech muze byt definovana takto

Usg = {a €U (CL) 1 amin(t) < alt) < amax(t) VEeR}, (13)
U (Cr) = {a € COY(R) (lipschitzovské funkce na R):
|da/dt] < Cp, s.v. v R, a(t) = a(Ty) pro t < Ty, a(t) = a(Ty) pro t > T},
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kde dpin, Gmax € Usqg = {a eULCL) : 0<a; <alt) <ay < 400 Vit € R} jsou
dané funkce a Cp, ai, as, Ty, T7 jsou dané konstanty takové, ze Cp, > 0, a1 < as a
—o0o < Ty <11 < +o0.

Necht funkce u(a) = u je fesenim stavové tlohy (11)-(12). Kriteridlni{ funkciondl lze
volit ruzné. Napriklad

U, (a) = (measy G)_1/ u(a)(z) dex (14)

G
predstavuje stfedni hodnotu teploty u(a) na zvolené mnoziné G' C €2; funkcional

Ty(a) = /G (u(a)(z) — 6(z))? dz (15)

vypovida o rozdilu mezi stavovym fesenim wu(a) a pfedem danou funkei 6.

Ulohou typu (11)-(12) (a obecnéjsi) se zabyva [20]. Odpovidajici problém nejhorgfho
scénére (viz (11)-(14), (4)) je studovéan v [22, 19, 21]; 1ze ukézat, Ze mé aspon jedno feSeni.
Pro dukaz je podstatné, ze, jak plyne z Arzelaovy-Ascoliho véty, pripustnd mnozina U,qg
je kompaktni v prostoru spojitych funkci C'(R) a ze funkciondl W je spojité zavisly na
parametru a € Uszq.

Pozndmky: Piipustné mnoziny typu (13) jsou inspirovany mnozinami pouzivanymi v tlo-
héach tvarové optimalizace k popisu ptipustnych tvaru hranice optimalizované oblasti, viz
napiiklad [16]. Podobné jsou i mnoziny pouzivané v [4].

Struktura matematické formulace problému nejhorstho scénéie (4) a (13) je prakticky
totozna s formulaci problému tvarové optimalizace, proto je mozné se v metodé nejhorsiho
scénare inspirovat postupy, jez se osvédcily v tvarové optimalizaci.

Kompaktnost ptipustné mnoziny U,y je zajisténa pozadavky kladenymi na funkce
z Uyq. Tyto predpoklady mohou byt v nékterych ulohdch piilis omezujici (kupiikladu
pii silné oscilujicich parametrech), jejich uvolnénim se vsak ztraci kompaktnost U,q ve
standardnim prostoru spojitych funkei. Vychodiskem je kompaktifikace U,q v prostoru
s vhodnou topologii. Odpovidajici relaxované problémy se objevuji v optimalizaci, viz
napiiklad [32], a mohou byt uvazovany i v tlohach s nejistymi vstupnimi daty. O

7 Aproximace

Stavovou ulohu A(a)u = f(a), kde a € Uaq, obvykle muzeme fesit jen priblizné néjakou
numerickou metodou; v pripadé diferencidlnich rovnic naptiklad metodou konecnych nebo
hrani¢nich prvku ¢i metodou siti. Ziskame tak priblizné stavové feseni wuy,, kde index
h odkazuje na diskretizacni parametr h > 0 odpovidajici naptiklad charakteristickému
rozméru triangulace oblasti.

Poznamenejme, ze jednoznacnost priblizného stavového feseni obecné neni piimo za-
rucena jednoznacnosti feseni puvodni, nediskretizované stavové tlohy, viz napiiklad [19,
20]. Pro nejednoznacnd piiblizna stavova feseni se modifikaci metody nejhorsiho scénére
a vhodnymi dopliujicimi predpoklady zabyvé [21, Chapter II]. Pro jednoduchost vsak
dale predpokladame, ze feseni uy, je jednoznacné.

Kromé diskretizace stavové ulohy byva nutné — zejména u mnozin typu (13) — apro-
ximovat i pripustnou mnozinu U,q.

Interval [To, T1], viz (13), rozdélme body t; = Ty, ta,...,tyr = T3 na M — 1 (pro jed-
noduchost) stejné dlouhych intervalu I;, kde ¢ = 1,..., M — 1. Mnozinu U,q aproximujme
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mnozinou Uy = {a € Uag : al; € Pi(I;)}, kde Pi(I) znaéi polynomy prvniho stupné na
intervalu 1.

Diskretizace tlohy nejhorsiho scénare je tedy fizena dvéma diskretizacnimi parame-
try, jednim (h) pro stavovou tlohu a druhym (M) pro piipustnou mnozinu U,q. Funkce

z mnoziny UX jsou jednoznacéné uréeny hodnotami v uzlech t1,ts, ..., tyr, a UM tedy lze
ztotoznit s kompaktni podmnozinou P prostoru R, t;.
P={(ay,as,...,ap) €ERM . a; =a(t;), acUl], i=1,2,...,M}. (16)

Misto o kriterialnim funkcionalu pak muzeme hovorit o kriterialni funkci M proménnych.
Vratime-li se na obecnou uroven, pak analogii (1) je diskretizovand uloha

An(a)un = fu(a), (17)

kde a € UM, Ay, je diskretizovana verze puvodniho operatoru A a f;, predstavuje diskre-
tizovanou pravou stranu rovnice. Stavové feseni uy, nédlezi prostoru Vj,, jenz vhodné apro-
ximuje puvodni prostor V.

Definujme aproximované tlohy nejhorsiho a nejlepsiho scénafte:

ad™ = arg max ®(a, up(a)), (18)
acUM
ad

apt = argmin ®(a, up(a)). (19)
acUM
ad

O vztahu mezi ad™ a a° (nebo al! a ag) lze fici zhruba toto: Jestlize {a)™} je posloupnost

feseni ulohy (18) zavisla na parametrech h — 0+ a M — oo, pak existuje takova vybrana
0M;, y ]
podposloupnost {a;, "}, kde k — oo, Ze plati

Ayt = a (@) = ua®), A @y un, (a,)) — @(a’,u(a”)).

Posloupnost {a?fk} konverguje silné v Banachové prostoru B. Konvergence posloupnosti

{uhk(a%@)} muze byt slaba nebo silnd v prostoru V' podle typu spojitosti zobrazeni

a — u(a). Podrobnéji se obecnou konvergencéni vétou zabyvaji prace [15, 21], podobna
konvergenéni tvrzeni pro konkrétni tilohy nejhorsiho scénafe uvadi kniha [21]. Analogické
tvrzeni je mozné odvodit i pro posloupnost feseni lohy (19).

8 Vypocetni aspekty

Vyfeseni problému (18)-(19) spoc¢ivd v nalezeni globélnich extrému na (konvexni) kom-
paktni podmnoziné RY. Ackoli diky spojitosti kriteridlntho funkciondlu ¥ na U2 je exis-
tence Teseni zajisténa, jeho nalezeni muze byt obtizné, protoze jde o globédlni optimalizaci.
Pii hledani extrému lze pouzit ruzné analytické a algoritmické metody.

Analyza citlivosti

Analyza citlivosti se zabyva zménou hodnoty sledované veliciny W (a) v zavislosti na (malé)
zméné hodnoty parametru a. Pokud mé zobrazeni ¥ derivaci (ve smyslu Fréchetove,
Gateauxove, ¢i alespon smérovou), pak vypocet této derivace je zakladnim cilem analyzy
citlivosti, viz [7, 8, 17, 26, 27].

Analyzu citlivosti muzeme provést u problému (1) a (3) nebo az po diskretizaci — ob-
vykle diskretizaci jak stavové tlohy, tak pfipustné mnoziny (je ovsem mozna i analyza cit-
livosti, kdy napiiklad pouzijeme puvodni, nediskretizovanou stavovou tlohu a diskretizo-
vanou piipustnou mnozinu). V prvém piipadé prostiedky funkciondlni analyzy odvodime
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vyraz pro derivaci, do néjz pak dosadime piislusné numerické aproximace. V druhém
pripadé jde vlastné o gradient funkce vice proménnych ziskany prostiedky funkcionalni
analyzy a varia¢niho poc¢tu nebo piimo derivovanim maticového zapisu diskretizované
ulohy.

Diky rostouci vykonnosti poc¢itacu doprovazené vyvojem programovacich jazyku a je-
jich prekladacu se dafi prakticky vyuzivat i automatické diferencovani naprogramovanych
funkci. K odvozeni derivace funkce se vyuziva toho, ze vypocet hodnoty funkce je dan
fetézcem kroku programu (s¢itdnim, ndsobenim atd.), na néjz lze pohlizet jako na fetézec
hierarchicky slozenych elementarnich funkei a algebraickych operaci. Jestlize se pti vycis-
lovani funkce zaroven ukladaji derivace odpovidajici jednotlivym krokum vy¢islovactho
algoritmu, ziskdme jejich slozenim derivaci vyéislované funkce, viz napt. [14].

Extrémy kriteridlniho funkciondlu
Pti numerickém hledani extrému kriteridlniho funkcionalu se sta¢i omezit na algoritmy
pro minimalizaci a misto maximalizace ¥ se zabyvat minimalizaci —W.

Mozny postup patrani po globalnim minimu spoc¢iva v hledani lokalntho minima v okoli
ruznych bodu vybiranych z pfipustné mnoziny a nakonec z vybéru minimdalni hodnoty
z nalezenych minim.

Pti hledani lokalnitho minima je mozné pouzit metody bez vyuziti gradientu nebo
s vyuzitim gradientu ucelové funkce. Je-li kriteridlni funkce diferencovatelna, byva vyhod-
néjsi pouzit gradientni metodu zejména tehdy, je-li k dispozici efektivni vypocet gra-
dientu kriteridlni funkce, viz analyzu citlivosti. Numerické derivovani kriteridlni funkce
efektivni neni, protoze pro vypocet aproximaci parcidlni derivace kriteridlni funkce podle
proménnych a; (viz (16)) vyzaduje M +1 (pfi pouziti diferencnich podili) nebo i vice (pfi
presnéjsi aproximaci derivaci) vyéisleni kriteridlni funkce, tedy i vyfeseni stavové tlohy.

Vhodné literatura je velmi obséhld, namdtkou uvedme [30]. K dispozici je i od-
povidajici software.

V piipadé a-fezu (9) jsou proménné a; svazany, kromé podminek danych definici
mnoziny U,q, 1 podminkou vyplyvajici z pozadavku gy, (a) > «. To, jak tato podminka
ovlivni diferencovatelnost funkciondlu ¥ (dle a;), zélezi na definici funkce pyy,,, vice v [23].
Diferencovatelnost kriteridlni funkce je ovSem také déana definici sledované veli¢iny. V pii-
padé nehladké optimalizace je nutné pouzit odpovidajici metody, viz napiiklad [28].

Samostatnou skupinou metod pro globédlni optimalizaci jsou genetické algoritmy, viz
kupiikladu [18].

9 Zavéry a poznamky

Metoda nejhorsiho scénare (véetné varianty nejlepsiho scénare) se uplatni samostatné
zejména tehdy, jestlize nemame informace, na jejichz zakladé bychom vstupnim tudajum
mohli prifadit vahy, a jednotlivé hodnoty vstupnich parametru musime povazovat za stejné
vyznamné. Nalezenim nejhorsiho a nejlepsiho scénare ziskdame zaruceny rozsah hodnot
sledované veli¢iny implikovany rozsahem vstupnich dat.

Je-li mozné vstupnim tudajum priradit vahy, je zadouci adekvatni vahy pritadit i vy-
stupnim velicinam. Ukazali jsme, ze u vstupnich dat, jejichz vahy maji vlastnosti od-
povidajici popisu nejistoty uzivaného naptiklad v Dempsterové-Shaferové teorii nebo v te-
orii fuzzy mnozin, je opakované reseni problému nejhorsiho a nejlepsiho scénare nezbytnou
soucasti procesu odvozeni vahy hodnot vystupni veli¢iny, viz odvozeni funkci my a py
v kapitolach 4 a 5.

I kdyZ jsme se zamérili na nestochastické pristupy k iloham s nejistymi vstupnimi daty,
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poznamenejme, ze i v pravdépodobnostnich metodach ma myslenka nejhorsiho scénaie své
uplatnéni — kupiikladu pii nejistych parametrech charakterizujicich pravdépodobnostni
vlastnosti vstupnich veli¢in je vhodné brat v uvahu ty hodnoty, jejichz dusledkem nastanou
u sledované veli¢iny pravdépodobnostné nejnepiiznivejsi situace, viz napt. [24].

Teoretickd a v nékterych ptipadech i vypocetni analyza metodou nejhorsiho scénare

byla provedena u fady problému se stavovymi tlohami prevzatymi z mechaniky kontinua
(nelinedrni vedeni tepla, plasticita, kontakt aj.; vice v [21]). Aplikace jsou ovéem mozné
i v jinych oborech, kuptikladu v 1ékarstvi, viz [25].
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redaktora Appl. Math. (od 2004 - dosud); clen ¢eské redakéni skupiny Zentral-
blatt MATH (1995-2008); ¢len organiza¢niho vyboru seminare/konference PANM
(v sudych letech od 1998).

e Katedra matematiky FSv CVUT (bfezen 2008 - dosud); odborny asistent.

Pedagogickd praxe

e Ustav technické matematiky Fakulty strojni CVUT v Praze (2000 - leden 2008);
odborny asistent na 25% tivazku; prednasky a vedeni cviceni z matematiky v prvnim
a druhém roc¢niku.

e MFF UK Praha (2004 — 2007); semestralni vybérova prednaska pro studenty 5. roc-
niku (3x, ne kazdy rok).

e Katedra matematiky FSv CVUT; povinné semestralni prednasky pro studenty 5.
a 1. rocniku, vybérova semestralni prednaska pro studenty vyssich ro¢niku, vedeni
cviceni z matematiky v prvnim, druhém a patém rocéniku.

e Vedeni doktoranda z MU Slezské univerzity v Opavé, nyni v Ustavu geoniky AV
CR v Ostravé, obhajoba predpokladdana v roce 2010.

Publikacni ¢innost

e Autor ¢i spoluautor 20 praci uvedenych v databéazi Zentralblatt MATH.

N

Scenario Metod, Elsevier, Amsterdam, 2004 (spolu s I. Hlavackem a I. Babuskou).

e Spolueditor recenzovaného shorniku vydavaného MU AV CR ke konferencim PANM
(2004, 2006, 2008).
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