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Summary

The lecture deals with the numerical simulations of turbulent flows using advanced turbulence
models. The governing equations are averaged Navier-Stokes equations for compressible or incom-
pressible fluid. Author considers turbulence models based on the Boussinesq hypothesis, extension
by shear stress transport (SST model) and an explicit algebraic reynolds stress model (EARSM
model). Numerical solution is obtained using implicit finite volume method on a structured grids
of quadrilaterals (in 2D) or hexahedrons (in 3D). The equation for pressure in the incompressible
case is obtained from continuity equation by the artificial compressibility method. The dual time
stepping is used for unsteady simulations. The examples of simulations include

e incompressible flow in the channel of square cross-section

e incompressible flow over backward facing step

e incompressible jet in cross-flow

e incompressible impinging jet

e incompressible synthetic (unsteady) free jet and impinging jet

e transonic (compressible) flow through the SE1050 and N'T24 turbine cascades



Souhrn

Prednéska se zabyva simulacemi turbulentniho proudéni za pouziti modernich modelt turbulence.
Resené systémy jsou stiedované Navier-Stokesovy rovnice pro stlacitelnou nebo nestlacitelnou
tekutinu. Jsou uvazovany modely turbulence zalozené na Boussinesqové hypotéze, rozsifeni o trans-
port smykového napéti (SST model) a eplicitnf algebraicky model Reynoldsovych napéti (EARSM
model). Numerické fesen{ je provedeno implicitn{ metodou koneénych objemu na strukturované siti
¢tyfthelnika (ve 2D) nebo Sestistént (ve 3D). Rovnice pro tlak v modelu nestlacitelného proudént
je ziskana z rovnice kontinuity metodou umeélé stlacitelnosti. Pro nestacionarni vypocty je pouzito
duélniho ¢asu. Ukazky simulaci zahrnuji

e nestlacitelné proudéni kandlem Ctvercového prufezu

e nestlacitelné proudéni kandlem se schodem

e nestlacitelny paprsek v pricném proudu

e nestlacitelny impaktni proud

e nestlacitelny synteticky (nestaciondrni) paprsek a impaktni proud

e transonické (stlacitelné) proudéni turbinovou mi{zi SE1050 a NT24.
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1 Model proudéni nestlacitelné a stlacitelné tekutiny

Proudéni vazké tekutiny je simulovano fesenim systému Navier-Stokesovych rovnic. Matematické
vlastnosti tohoto systému i pocet rovnic zaviseji na tom, zda uvazujeme nestlacitelnou tekutinu s
konstantni hustotou p = konst nebo stlacitelnou tekutinu, kde je hustota funkci tlaku a teploty.
Pro stlac¢itelnou tekutinu lze systém rovnic napsat ve tvaru
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kde p je hustota, u; vektor rychlosti v kartézskych soufadnicich, p staticky tlak, d;; Kroneckerovo
delta, o;; tenzor vazkych napéti, e je celkovd energie a g; vektor tepelného toku. Pomoci stavové
rovnice lze urcit z celkové energie tlak p. Izotermické proudéni nestlacitelné tekutiny (p = konst)
je urceno fesenim zjednoduseného systému
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V obou piipadech systémy obsahuji nelinedrn{ konvektivn{ ¢leny a ¢leny vazké (lamindrni) di-
fuze, které jsou rozhodujici pro vznik a existenci statisticky ustdlené turbulence. Pimé simulace
feSeni v turbulentnim rezimu je vSak na soucasnych pocitacich casové neredlnd kromé jedno-
duchych pifpadi. Simulace velkych virovych struktur (LES) doplnénd modelem pro malé virové
struktury je dostupnéjsi, ale pro technické aplikace stile nedostupnd. Bézné se tedy feSi rovnice
pro statistické stfedni hodnoty proudového pole, jejichz zmény v prostoru a ¢ase jsou pomalejsi
(¢i nulové) a simulace na pocitaci prakticky pouzitelnd. Ve stiedovanych rovnicich se vazké napéti
zmensi o Reynoldsovo napéti ¢;; = pugug, kde pruh znaé¢i stiedovani a apostrof fluktuaci. Ve

stredované rovnici energie pribude turbulentni tepelny tok ¢¢ = u/T”, kde T je fluktuace teploty.
Modelovanim téchto ¢lent se zabyva podstatna ¢ast prace.

2 Dvourovnicové modely turbulence a sméry jejich vyvoje

Na zakladé témér ctyfticetiletého vyvoje a nasazeni v pocitacovych simulacich jsou dvourovnicové
modely povazovany za minimélni relativné univerzalni model turbulence ve stfedovanych Navier-
Stokesovych rovnicich.

Nejstarsi (Boussinesq 1877) a stdle béznd je linedrni konstitutivni rovnice pro devidtor Rey-
noldsova napéti
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kde turbulentni vazkost v; lze chapat jako soucin rychlostniho a délkového méfitka modelované
turbulence.
Znacného zlepseni presnosti linearnich modelu dosahl Menter zavedenim omezovace turbulentni
vazkosti ve svém dvourovnicovém Shear Stress Transport (SST) modelu turbulence [18]. Zde je
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kde k je turbulentn{ energie, w specifickd rychlost disipace (viz ddle), £ je velikost vifivosti zvolend
jako skaldrni méfitko tenzoru S;;. V béznych linedrnich modelech je Fy = 0, zde funkce F, aktivuje
Bradshavowu hypotézu o smykovém Reynoldsové napéti 15 = a1 pk platnou v tenkych smykovych
oblastech. Pro energii k je feSena transportni rovnice, ¢imz se vysvétluje i nazev modelu. Omezovac
(2) maze byt pouzit i v jinych linedrnich modelech, které mohou mit lepsi vlastnosti v blizkosti
stény nez Menteruv model [14].

Linearni konstitutivni rovnice v principu nedovoluje kalibrovat model pro proudéni, kde hraje
vyraznou roli vice nez jedna smykova slozka tenzoru Reynoldsovych napéti, jako je napi. sekundéar-
ni proudéni v kandlech a impaktni proudéni. Nicméné smykové slozka je v fadé piipadu dominantni,
a tak dalsi konstitutivni rovnice byly navrhovény jako korekce linedrni rovnice pfi¢tenim ¢lenu
zavisejicich na vyssich mocnindch derivaci rychlosti. Kvadratické modely kalibrované empiricky se
ukazaly jako neuplné.

Pope [19] navrhl v roce 1975 konstitutivn{ rovnici ve tvaru nekone¢ného tenzorového polynomu
a pomoci Cayley-Hamiltonovy véty ukdzal, ze jej lze redukovat na polynom 10 élent (v maticovém
zapisu)
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kde E je jednotkovd matice, a;; je tenzor anisotropie, k je turbulentni energie a tenzory Ti;l)
tvori bazi symetrickych devidtoru 2. fadu, tj. kterykoliv symetricky devidtor lze vyjadiit pomoci
symetrického devidtoru S;; a antisymetrického devidtoru Q;; = % (0%, /0x; — u; /dx;). Koeficienty
3, mohou zéviset na invariantech S3;, QF, S5, 7,8, a QF; S5

Praktické vyuzit{ v univerzdlnim modelu turbulence tato rovnice nagla v explicitnim alge-
braickém modelu turbulence (EARSM) navrzeném Wallinem [21] jako pfiblizné feSeni trans-
portnich rovnic pro Reynoldsova napéti.

Pro urceni turbulentni vazkosti popt. anizotropie je dale nutny model turbulentnich méritek.
Jako rychlostni méfitko se od pocatku bere témér vyhradné odmocnina z turbulentni energie k,
pro niz lze odvodit a relativné spolehlivé kalibrovat modelovou rovnici. Modelova rovnice piimo
pro délkové métitko se nepouzivd, pticemz ale pro nahradni parametr zatim neexistuje optimalni
volba. Druhé modelové rovnice maji vzdy podobnou formu, ale vzhledem k nelinedrni zavislosti
turbulentni vazkosti nejsou modely ekvivalentni. Prvni dvourovnicové modely pouzivaly rychlost
disipace €, byly tedy typu k-e. Zejména v poslednich letech se rozsitily modely k-w, kde druhym
parametrem je specifickd rychlost disipace w ~ €/k a pozdéji (Menter) modely, kde druhd rovnice
je linedrni kombinaci rovnic pro € a w, realizované vyjadienim rovnice pro ¢ pomoci w a k. V
mezni vrstvé se pouzije model k-w, ktery zde dava lepsi vysledky pii proudéni proti gradientu
tlaku (odtrzeni), zatimco mimo mezni vrstvu model k-¢, ktery mj. netrpi indefinitni hodnotou
druhého parametru w v laminarnim vnéjsim proudu. V habilitaéni préci jsou pouzity modely typu
k-e a kombinované typy k-w.

3 Moderni implicitni metody pro stlacitelné a nestlacitelné
proudéni
Moderni modely turbulence s tlumicimi funkcemi, tj. integrované v celé mezni vrstvé (bez sténovych

funkef) kladou zvysené pozadavky na diskretizaci diferencidlnich rovnic i jejich ndsledné feseni.
Schema musi byt alespon druhého fadu presnosti, aby numerickd chyba nemaskovala vliv modelu



turbulence popi. rozdily mezi dvéma modely turbulence. Zaroveii musi byt dostateéné robustni. Sit
musi obsahovat uzly uz ve vazké podvrstvé. To vyzaduje pro efektivni feSeni implicitni diskretizaci
v itera¢nim case metody ustalovani.

Tyto pozadavky obecné spliiuji implicitni schemata s protiproudou (upwind) aproximaci kon-
vektivnich ¢lent. Systém rovnic pro nestlacitelné proudéni je pomoci metody umélé stlacitelnosti
(Chorin [2]) pfeveden na systém matematicky podobny systému pro podzvukové stlacitelné proudéni
a metody FeSeni jsou pak obdobné.

Metodu vyuzivajici pouze 2 sousedni ¢asové vrstvy lze zapsat
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kde ¢len Rez(W) je stacionarn{ reziduum, které obsahuje vSechny ¢leny diferencnich rovnic kromeé
nestaciondrnich ¢lenu. Napft. pro o = 1/2 dostaneme schema Cranka-Nicolsonové, které je druhého
radu presnosti. Ostatni schemata tohoto typu jsou jen prvniho Fadu presnosti v Case, coz vSak
nevad{ pii FeSeni staciondrnich problému. Zde se pouziva Eulerovo schema, o = 1, které dovoluje
v praxi velmi dlouhé (teoreticky nekoneéné) ¢asové kroky. Pro nestaciondrn{ simulace je vhodnéjsi
tfivrstvové schema, napft.

WU — AWy, W
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které je také druhého Fadu piesnosti. Cést Rez(W) obsahuje diskretizované ¢leny feseného systému.
Pokud jde o nestaciondrni simulaci, je mozné zavést dvoji ¢as. Pro fyzikdlni ¢cas se pouzije libovolné
schema pozadované presnosti, zatimco pro iteracni ¢as 7 schema s co nejdelsim ¢asovym krokem
bez ohledu na fad pfesnosti, nebot slouzi jen k nalezeni feseni v nové fyzikaln{ éasové vrstve. Lze
pouzit napft.

WY =W WU — AW+ Wi 1
T »Js A 5Js 4 3T ZA;;], »Js 4 Rez(W)ij,k — 0’ (6)

kde T je vhodnd regularni matice dand napf. metodou umélé stlacitelnosti. Vsechna uvedena
schemata jsou implicitni (prvnf jen pro « # 0).

4 Reseni problému proudéni

Jsou uvedeny piiklady simulaci provedenych autorem pomoci puvodniho softwaru. Simulace za-
hrnuji nestlacitelné staciondrni proudéni piimym kandlem, kandlem se schodem [5, 12, 13, 10],
paprsek v piiéném proudu [4, 7], impaktni proud [14, 8], dédle pak nestlacitelné nestaciondrni
syntetické proudy [9, 11, 15, 16] a stlacitelné staciondrni proudéni turbinovymi mfizemi [3, 6].

Obr. 1 ukazuje sekundarni proudéni ve formé vektoru rychlosti v pifimém kanalu ¢tvercového
prufezu pii Re = 400000. Model turbulence je EARSM, modely s linedarni konstitutivni rovnici
sekundéarni viry nepfedpovidaji.

Vliv sekundarniho proudéni je vyrazny pii obtékani schodu. Dvourozmérna simulace nena-
znacuje potize, pri 3D simulaci vSak linedarni model ptredpovida prilis kratkou recirkulaci za
schodem ve stfedni roving, zatimco model EARSM déava v obou piipadech konzistentni vysledky a
v dobré shodé s métenim. Obr. 2 ukazuje vektory rychlosti ve vodorovném fezu ve vysce poloviny
schodu nade dnem kandlu. Je vidét, ze svislé viry jsou u linedrntho modelu (SST) intenzivnéjsi
nez u modelu EARSM a piilis zpomaluji dopfedny pohyb ve stiedni roviné.

Slozité virové struktury vznikaji pii vytoku paprsku do piiéného proudu. Srovnani dvou modelu
turbulence a méfeni je uvedeno na obr. 3 ve formé vodorovné a svislé slozky rychlosti ve stiedni
roviné a vzdalenosti 10 praméru od trysky.

Rovnéz impaktni proudéni lze tézko simulovat pomoci linedrnich modeli. Vypocteny sténovy
proud mé piilis velkou tloustku, obr. 5. Velkého zlepseni se dosdéhne modelem SST, ktery ale jesté
nezachyt{ sekundérni maxima v tfen{ na sténé. Ta lze zachytit SST modifikaci modelu k-e¢ [14].
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nad moznostmi modelu EARSM, jak je vidét na prubéhu Nusseltova ¢isla pii ochlazovani stény
na obr. 4, kde byly pouzity jak linedrni, tak nelinearni modely turbulentniho tepelného toku.

Synteticky proud vznikne periodickym vyfukovdnim a nasdvanim v trysce, pficemz od urcité
vzdalenosti od trysky proudéni odpovida bézné generovanému proudu. Vysledky simulace impli-
citni metodou s dudlnim ¢asem a modelem turbulence SST jsou uvedeny na obr.6 a shoduji se
dobfe s méfenim [20]. Simulace impaktniho syntetického proudu je uvedena na obr. 7.

Resen{ systému Navier-Stokesovych rovnic pro stlacitelnou tekutinu je provedeno implicitni
metodou kone¢nych objemu s upwind aproximaci konvektivnich ¢lenu typu AUSM. Obr. 8 ukazuje
rozlozeni Machova ¢isla pii transonickém proudéni turbinovou m#izi SE1050, dalsi obr. 9 pak tieni a
tlak na povrchu lopatky. Vyhodou modelu EARSM je mensi produkce turbulentni energie jednak
na nabézné hrané, jednak v rédzové vlné, viz obr.10. Transonické proudéni mtizi NT24 ukazuje
obr. 11 véetné detailu multiblokové sité u nabézné a odtokové hrany.

5 Zavér

Prednaska prezentuje moderni modely turbulence a jejich feSeni pomoci implicitnich metod, jak pro
staciondrni, tak pro nestacionarni piipady nestlacitelného a stlacitelného proudéni. Na ptikladech
simulaci turbulentniho nestlac¢itelného a stlacitelného proudéni jsou ukdzany vyhody i meze uziti
modelu EARSM. Uvedené aplikace v nestlacCitelném a transonickém proudéni jsou srovnany s
experimenty.
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Obr. 1: Sekundarni proudéni
ve Ctvercovém kandlu, model
turbulence EARSM

Obr. 2: Vektory rychlosti ve vodorovném fezu pii 3D proudéni
kanalem se schodem, SST model nahore, EARSM model dole
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Obr. 3: Paprsek v pritném proudu, horizontdlni (vlevo) a svisla slozka rychlosti ve stiedn{ roving,
10d od trysky
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Obr. 4: Impaktni proud, te¢né napéti a Nusseltovo ¢islo
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Obr. 5: Impaktni proud, profily radidlni rychlosti, nahote: ruzné modifikace modelu SST a k-e,
dole: model EASRM a SST
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Obr. 6: Turbulentni synteticky proud, nahofe: fazové stfedovand rychlost (vlevo) ve srovnan{ s
méfenim (vpravo), dole: ¢asové stiedované rychlosti na ose a v piiénych fezech (Cater, Soria [1]:
U/Upp = €~ 111(2)(7”/7"0.5)2)
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Obr. 7: Turbulentni synteticky impaktni proud.

dole: fazové prumeéry

Obr. 8: Turbfnovd mifz SE1050 (Skoda Power), transonicky rezim (Ma;, = 1.198, Re = 1.24-10%),

zleva: experiment, model EARSm, model SST
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Obr. 9: Turbinovd mifz SE1050 (Skoda Power), transonicky rezim, tlakovy a tieci koeficient

(Mais = 1.198, Re = 1.24-10°)
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Obr. 10: Turbinova mifz SE1050 (Skoda Power), transonicky rezim, izo¢éry turbulentni energie,
vlevo model SST, vpravo model EARSM
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Obr. 11: Turbinova mifz NT24 (Skoda Power), izoéary Machova cisla, tlakovy koeficient a detaily
sité kolem nabézné a odtokové hrany, My;, = 1.037, Re = 1.42-10°
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