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Moderńı modely turbulence pro prouděńı stlačitelné
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Summary

The lecture deals with the numerical simulations of turbulent flows using advanced turbulence
models. The governing equations are averaged Navier-Stokes equations for compressible or incom-
pressible fluid. Author considers turbulence models based on the Boussinesq hypothesis, extension
by shear stress transport (SST model) and an explicit algebraic reynolds stress model (EARSM
model). Numerical solution is obtained using implicit finite volume method on a structured grids
of quadrilaterals (in 2D) or hexahedrons (in 3D). The equation for pressure in the incompressible
case is obtained from continuity equation by the artificial compressibility method. The dual time
stepping is used for unsteady simulations. The examples of simulations include

• incompressible flow in the channel of square cross-section

• incompressible flow over backward facing step

• incompressible jet in cross-flow

• incompressible impinging jet

• incompressible synthetic (unsteady) free jet and impinging jet

• transonic (compressible) flow through the SE1050 and NT24 turbine cascades
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Souhrn

Přednáška se zabývá simulacemi turbulentńıho prouděńı za použit́ı moderńıch model̊u turbulence.
Řešené systémy jsou středované Navier-Stokesovy rovnice pro stlačitelnou nebo nestlačitelnou
tekutinu. Jsou uvažovány modely turbulence založené na Boussinesqově hypotéze, rozš́ı̌reńı o trans-
port smykového napět́ı (SST model) a eplicitńı algebraický model Reynoldsových napět́ı (EARSM
model). Numerické řešeńı je provedeno implicitńı metodou konečných objemů na strukturované śıti
čtyřúhelńık̊u (ve 2D) nebo šestistěn̊u (ve 3D). Rovnice pro tlak v modelu nestlačitelného prouděńı
je źıskána z rovnice kontinuity metodou umělé stlačitelnosti. Pro nestacionárńı výpočty je použito
duálńıho času. Ukázky simulaćı zahrnuj́ı

• nestlačitelné prouděńı kanálem čtvercového pr̊uřezu

• nestlačitelné prouděńı kanálem se schodem

• nestlačitelný paprsek v př́ıčném proudu

• nestlačitelný impaktńı proud

• nestlačitelný syntetický (nestacionárńı) paprsek a impaktńı proud

• transonické (stlačitelné) prouděńı turb́ınovou mř́ıž́ı SE1050 a NT24.
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4 Řešeńı problémů prouděńı 8
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1 Model prouděńı nestlačitelné a stlačitelné tekutiny

Prouděńı vazké tekutiny je simulováno řešeńım systému Navier-Stokesových rovnic. Matematické
vlastnosti tohoto systému i počet rovnic závisej́ı na tom, zda uvažujeme nestlačitelnou tekutinu s
konstantńı hustotou ρ = konst nebo stlačitelnou tekutinu, kde je hustota funkćı tlaku a teploty.
Pro stlačitelnou tekutinu lze systém rovnic napsat ve tvaru
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kde ρ je hustota, ui vektor rychlosti v kartézských souřadnićıch, p statický tlak, δij Kroneckerovo
delta, σij tenzor vazkých napět́ı, e je celková energie a qi vektor tepelného toku. Pomoćı stavové
rovnice lze určit z celkové energie tlak p. Izotermické prouděńı nestlačitelné tekutiny (ρ = konst)
je určeno řešeńım zjednodušeného systému
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V obou př́ıpadech systémy obsahuj́ı nelineárńı konvektivńı členy a členy vazké (laminárńı) di-
fuze, které jsou rozhoduj́ıćı pro vznik a existenci statisticky ustálené turbulence. Př́ımá simulace
řešeńı v turbulentnim režimu je však na současných poč́ıtač́ıch časově nereálná kromě jedno-
duchých př́ıpad̊u. Simulace velkých v́ırových struktur (LES) doplněná modelem pro malé v́ırové
struktury je dostupněǰśı, ale pro technické aplikace stále nedostupná. Běžně se tedy řeš́ı rovnice
pro statistické středńı hodnoty proudového pole, jejichž změny v prostoru a čase jsou pomaleǰśı
(či nulové) a simulace na poč́ıtači prakticky použitelná. Ve středovaných rovnićıch se vazké napět́ı
zmenš́ı o Reynoldsovo napět́ı tij = ρu′iu

′
j , kde pruh znač́ı středováńı a apostrof fluktuaci. Ve

středované rovnici energie přibude turbulentńı tepelný tok qt
i = u′iT ′, kde T ′ je fluktuace teploty.

Modelováńım těchto člen̊u se zabývá podstatná část práce.

2 Dvourovnicové modely turbulence a směry jejich vývoje

Na základě téměř čtyřicetiletého vývoje a nasazeńı v poč́ıtačových simulaćıch jsou dvourovnicové
modely považovány za minimálńı relativně univerzálńı model turbulence ve středovaných Navier-
Stokesových rovnićıch.

Nejstarš́ı (Boussinesq 1877) a stále běžná je lineárńı konstitutivńı rovnice pro deviátor Rey-
noldsova napět́ı
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kde turbulentńı vazkost νt lze chápat jako součin rychlostńıho a délkového měř́ıtka modelované
turbulence.

Značného zlepšeńı přesnosti lineárńıch model̊u dosáhl Menter zavedeńım omezovače turbulentńı
vazkosti ve svém dvourovnicovém Shear Stress Transport (SST) modelu turbulence [18]. Zde je

νt =
a1k

max(a1ω, ΩF2)
, a1 = 0.31 (2)
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kde k je turbulentńı energie, ω specifická rychlost disipace (viz dále), Ω je velikost v́ı̌rivosti zvolená
jako skalárńı měř́ıtko tenzoru Sij . V běžných lineárńıch modelech je F2 = 0, zde funkce F2 aktivuje
Bradshavowu hypotézu o smykovém Reynoldsově napět́ı t12 = a1ρk platnou v tenkých smykových
oblastech. Pro energii k je řešena transportńı rovnice, č́ımž se vysvětluje i název modelu. Omezovač
(2) může být použit i v jiných lineárńıch modelech, které mohou mı́t lepš́ı vlastnosti v bĺızkosti
stěny než Menter̊uv model [14].

Lineárńı konstitutivńı rovnice v principu nedovoluje kalibrovat model pro prouděńı, kde hraje
výraznou roli v́ıce než jedna smyková složka tenzoru Reynoldsových napět́ı, jako je např. sekundár-
ńı prouděńı v kanálech a impaktńı prouděńı. Nicméně smyková složka je v řadě př́ıpad̊u dominantńı,
a tak daľśı konstitutivńı rovnice byly navrhovány jako korekce lineárńı rovnice přičteńım člen̊u
závisej́ıćıch na vyšš́ıch mocninách derivaćı rychlosti. Kvadratické modely kalibrované empiricky se
ukázaly jako neúplné.

Pope [19] navrhl v roce 1975 konstitutivńı rovnici ve tvaru nekonečného tenzorového polynomu
a pomoćı Cayley-Hamiltonovy věty ukázal, že jej lze redukovat na polynom 10 člen̊u (v maticovém
zápisu)
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kde E je jednotková matice, aij je tenzor anisotropie, k je turbulentńı energie a tenzory T
(n)
ij

tvoř́ı bázi symetrických deviátor̊u 2. řádu, tj. kterýkoliv symetrický deviátor lze vyjádřit pomoćı
symetrického deviátoru Sij a antisymetrického deviátoru Ωij = 1
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Praktické využit́ı v univerzálńım modelu turbulence tato rovnice našla v explicitńım alge-
braickém modelu turbulence (EARSM) navrženém Wallinem [21] jako přibližné řešeńı trans-
portńıch rovnic pro Reynoldsova napět́ı.

Pro určeńı turbulentńı vazkosti popř. anizotropie je dále nutný model turbulentńıch měř́ıtek.
Jako rychlostńı měř́ıtko se od počátku bere téměř výhradně odmocnina z turbulentńı energie k,
pro niž lze odvodit a relativně spolehlivě kalibrovat modelovou rovnici. Modelová rovnice př́ımo
pro délkové měř́ıtko se nepouž́ıvá, přičemž ale pro náhradńı parametr zat́ım neexistuje optimálńı
volba. Druhé modelové rovnice maj́ı vždy podobnou formu, ale vzhledem k nelineárńı závislosti
turbulentńı vazkosti nejsou modely ekvivalentńı. Prvńı dvourovnicové modely použ́ıvaly rychlost
disipace ε, byly tedy typu k-ε. Zejména v posledńıch letech se rozš́ı̌rily modely k-ω, kde druhým
parametrem je specifická rychlost disipace ω ∼ ε/k a později (Menter) modely, kde druhá rovnice
je lineárńı kombinaćı rovnic pro ε a ω, realizované vyjádřeńım rovnice pro ε pomoćı ω a k. V
mezńı vrstvě se použije model k-ω, který zde dává lepš́ı výsledky při prouděńı proti gradientu
tlaku (odtržeńı), zat́ımco mimo mezńı vrstvu model k-ε, který mj. netrṕı indefinitńı hodnotou
druhého parametru ω v laminárńım vněǰśım proudu. V habilitačńı práci jsou použity modely typu
k-ε a kombinované typy k-ω.

3 Moderńı implicitńı metody pro stlačitelné a nestlačitelné
prouděńı

Moderńı modely turbulence s tlumićımi funkcemi, tj. integrované v celé mezńı vrstvě (bez stěnových
funkćı) kladou zvýšené požadavky na diskretizaci diferenciálńıch rovnic i jejich následné řešeńı.
Schema muśı být alespoň druhého řádu přesnosti, aby numerická chyba nemaskovala vliv modelu
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turbulence popř. rozd́ıly mezi dvěma modely turbulence. Zároveň muśı být dostatečně robustńı. Śıt’
muśı obsahovat uzly už ve vazké podvrstvě. To vyžaduje pro efektivńı řešeńı implicitńı diskretizaci
v iteračńım čase metody ustalováńı.

Tyto požadavky obecně splňuj́ı implicitńı schemata s protiproudou (upwind) aproximaćı kon-
vektivńıch člen̊u. Systém rovnic pro nestlačitelné prouděńı je pomoćı metody umělé stlačitelnosti
(Chorin [2]) převeden na systém matematicky podobný systému pro podzvukové stlačitelné prouděńı
a metody řešeńı jsou pak obdobné.

Metodu využ́ıvaj́ıćı pouze 2 sousedńı časové vrstvy lze zapsat

Wn+1
i,j,k −Wn

i,j,k

∆t
+ (α− 1)Rez(W )n

i,j,k + αRez(W )n+1
i,j,k = 0, α ∈ (0, 1 > (4)

kde člen Rez(W ) je stacionárńı reziduum, které obsahuje všechny členy diferenčńıch rovnic kromě
nestacionárńıch člen̊u. Např. pro α = 1/2 dostaneme schema Cranka-Nicolsonové, které je druhého
řádu přesnosti. Ostatńı schemata tohoto typu jsou jen prvńıho řádu přesnosti v čase, což však
nevad́ı při řešeńı stacionárńıch problémů. Zde se použ́ıvá Eulerovo schema, α = 1, které dovoluje
v praxi velmi dlouhé (teoreticky nekonečné) časové kroky. Pro nestacionárńı simulace je vhodněǰśı
tř́ıvrstvové schema, např.

3Wn+1
i,j,k − 4Wn

i,j,k + Wn−1
i,j,k

2∆t
+ Rez(W )n+1

i,j,k = 0, (5)

které je také druhého řádu přesnosti. Část Rez(W ) obsahuje diskretizované členy řešeného systému.
Pokud jde o nestacionárńı simulaci, je možné zavést dvoj́ı čas. Pro fyzikálńı čas se použije libovolné
schema požadované přesnosti, zat́ımco pro iteračńı čas τ schema s co nejdeľśım časovým krokem
bez ohledu na řád přesnosti, nebot’ slouž́ı jen k nalezeńı řešeńı v nové fyzikálńı časové vrstvě. Lze
použ́ıt např.

Γ
W ν+1

i,j,k −W ν
i,j,k

∆τ
+

3W ν+1
i,j,k − 4Wn

i,j,k + Wn−1
i,j,k

2∆t
+ Rez(W )ν+1

i,j,k = 0, (6)

kde Γ je vhodná regulárńı matice daná např. metodou umělé stlačitelnosti. Všechna uvedená
schemata jsou implicitńı (prvńı jen pro α 6= 0).

4 Řešeńı problémů prouděńı

Jsou uvedeny př́ıklady simulaćı provedených autorem pomoćı p̊uvodńıho softwaru. Simulace za-
hrnuj́ı nestlačitelné stacionárńı prouděńı př́ımým kanálem, kanálem se schodem [5, 12, 13, 10],
paprsek v př́ıčném proudu [4, 7], impaktńı proud [14, 8], dále pak nestlačitelné nestacionárńı
syntetické proudy [9, 11, 15, 16] a stlačitelné stacionárńı prouděńı turb́ınovými mř́ıžemi [3, 6].

Obr. 1 ukazuje sekundárńı prouděńı ve formě vektor̊u rychlosti v př́ımém kanálu čtvercového
pr̊uřezu při Re = 400000. Model turbulence je EARSM, modely s lineárńı konstitutivńı rovnićı
sekundárńı v́ıry nepředpov́ıdaj́ı.

Vliv sekundárńıho prouděńı je výrazný při obtékáńı schodu. Dvourozměrná simulace nena-
značuje pot́ıže, při 3D simulaci však lineárńı model předpov́ıdá př́ılǐs krátkou recirkulaci za
schodem ve středńı rovině, zat́ımco model EARSM dává v obou př́ıpadech konzistentńı výsledky a
v dobré shodě s měřeńım. Obr. 2 ukazuje vektory rychlosti ve vodorovném řezu ve výšce poloviny
schodu nade dnem kanálu. Je vidět, že svislé v́ıry jsou u lineárńıho modelu (SST) intenzivněǰśı
než u modelu EARSM a př́ılǐs zpomaluj́ı dopředný pohyb ve středńı rovině.

Složité v́ırové struktury vznikaj́ı při výtoku paprsku do př́ıčného proudu. Srovnáńı dvou model̊u
turbulence a měřeńı je uvedeno na obr. 3 ve formě vodorovné a svislé složky rychlosti ve středńı
rovině a vzdálenosti 10 pr̊uměr̊u od trysky.

Rovněž impaktńı prouděńı lze těžko simulovat pomoćı lineárńıch model̊u. Vypočtený stěnový
proud má př́ılǐs velkou tloušt’ku, obr. 5. Velkého zlepšeńı se dosáhne modelem SST, který ale ještě
nezachyt́ı sekundárńı maxima v třeńı na stěně. Ta lze zachytit SST modifikaćı model̊u k-ε [14].
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Fyzikálně úplněǰśı je však model EARSM, který je zachyt́ı také, viz obr. 4. Oblast nárazu je stále
nad možnostmi modelu EARSM, jak je vidět na pr̊uběhu Nusseltova č́ısla při ochlazováńı stěny
na obr. 4, kde byly použity jak lineárńı, tak nelineárńı modely turbulentńıho tepelného toku.

Syntetický proud vznikne periodickým vyfukováńım a nasáváńım v trysce, přičemž od určité
vzdálenosti od trysky prouděńı odpov́ıdá běžně generovanému proudu. Výsledky simulace impli-
citńı metodou s duálńım časem a modelem turbulence SST jsou uvedeny na obr. 6 a shoduj́ı se
dobře s měřeńım [20]. Simulace impaktńıho syntetického proudu je uvedena na obr. 7.

Řešeńı systému Navier-Stokesových rovnic pro stlačitelnou tekutinu je provedeno implicitńı
metodou konečných objemů s upwind aproximaćı konvektivńıch člen̊u typu AUSM. Obr. 8 ukazuje
rozložeńı Machova č́ısla při transonickém prouděńı turb́ınovou mř́ıž́ı SE1050, daľśı obr. 9 pak třeńı a
tlak na povrchu lopatky. Výhodou modelu EARSM je menš́ı produkce turbulentńı energie jednak
na náběžné hraně, jednak v rázové vlně, viz obr. 10. Transonické prouděńı mř́ıž́ı NT24 ukazuje
obr. 11 včetně detail̊u multiblokové śıtě u náběžné a odtokové hrany.

5 Závěr

Přednáška prezentuje moderńı modely turbulence a jejich řešeńı pomoćı implicitńıch metod, jak pro
stacionárńı, tak pro nestacionárńı př́ıpady nestlačitelného a stlačitelného prouděńı. Na př́ıkladech
simulaćı turbulentńıho nestlačitelného a stlačitelného prouděńı jsou ukázány výhody i meze užit́ı
modelu EARSM. Uvedené aplikace v nestlačitelném a transonickém prouděńı jsou srovnány s
experimenty.
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P. Šafař́ık. Experimental and numerical analysis of transonic flow through plane turbine
cascade. Engineering Mechanics, 10(5):413–426, 2003. ISSN 1210-2717.
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[17] P. Louda, J. Př́ıhoda, and K. Kozel. Numerical modelling of turbulent flow over rough walls.
PAMM, 7(1):4100011–4100012, 2007.

[18] F. R. Menter. Two-equation eddy-viscosity turbulence models for engineering applications.
AIAA Journal, 32(8):1598–1605, 1994.

[19] S. B. Pope. A more general effective-viscosity hypothesis. J. Fluid Mech., 72:331–340, 1975.
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Obr. 1: Sekundárńı prouděńı
ve čtvercovém kanálu, model
turbulence EARSM Obr. 2: Vektory rychlosti ve vodorovném řezu při 3D prouděńı

kanálem se schodem, SST model nahoře, EARSM model dole
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Obr. 3: Paprsek v př́ıčném proudu, horizontálńı (vlevo) a svislá složka rychlosti ve středńı rovině,
10d od trysky
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Obr. 4: Impaktńı proud, tečné napět́ı a Nusseltovo č́ıslo
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Obr. 5: Impaktńı proud, profily radiálńı rychlosti, nahoře: r̊uzné modifikace modelu SST a k-ε,
dole: model EASRM a SST
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Obr. 7: Turbulentńı syntetický impaktńı proud. Rychlost a tlak na ose, nahoře: časové pr̊uměry,
dole: fázové pr̊uměry

Obr. 8: Turb́ınová mř́ıž SE1050 (Škoda Power), transonický režim (M2is = 1.198, Re = 1.24 ·106),
zleva: experiment, model EARSm, model SST

−0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
x / c

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

p 
/ p

0

experiment
EARSM
SST

−0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
x / c

−0.002

−0.001

0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

τ w
 / 

p 0

EARSM
SST

Obr. 9: Turb́ınová mř́ıž SE1050 (Škoda Power), transonický režim, tlakový a třećı koeficient
(M2is = 1.198, Re = 1.24 · 106)
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Obr. 10: Turb́ınová mř́ıž SE1050 (Škoda Power), transonický režim, izočáry turbulentńı energie,
vlevo model SST, vpravo model EARSM
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Obr. 11: Turb́ınová mř́ıž NT24 (Škoda Power), izočáry Machova č́ısla, tlakový koeficient a detaily
śıtě kolem náběžné a odtokové hrany, M2is = 1.037, Re = 1.42 · 106
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rovnicové modely turbulence.
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