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Summary

Real-life applications of number theory. The halilitation lecture is divided
into four parts. In the first part, we present a brief survey of applications of number
theory from monograph [7]. We shortly discuss, e.g., RSA method, error-correcting
codes, hashing functions, connections between number theory, chaos, and fractals.

There are also practical applications of Fermat primes. In particular, in number-
theoretic transforms; in modular arithmetic, which leads to fast multiplication of
large numbers; in pseudorandom number generators; and in an analysis of the logis-
tic equation by means of divisors of Fermat numbers. They are also used in digital
signal processing (digital filtering).

Reed-Solomon error-correcting codes are employed to protect standard compact
disks (CD’s) against the effects of minor damage (e.g., scratching). They enable
missing information to be reconstructed. Error-correcting codes are also employed
in many other fields, for instance, to correct errors in signals (data) coming from
interplanetary vehicles.

The second part of the habilitation lecture will be devoted to some real-live
applications of the prime number 11 in error-detecting codes, e.g., in bank account
numbers, ISBN and ISSN codes. We also briefly mention one-dimensional and two-
dimensional codes.

In the third part, we examine a Diophantine equation that leads to the so-
called Kepler’s mosaics. We find all regular and semiregular tilings of the plane
by regular polygons. Then we give some applications and generalizations to the
three-dimensional space.

Finally, the fourth part of the habilitation lecture deals with the astronomical
clock (horologe) of Prague. The origin of its mathematical model is attributed to
Joannes Andreae, called Sindel. He invented this model approximately 600 years
ago. In honour of this great achievement, we introduced and investigated in paper
[11] a new term, the Sindel sequence. We show that there is a remarkable rela-
tionship between the triangular numbers T}, and the bellwork of this clock. Sindel
sequences {a;} C N of natural numbers are defined as those periodic sequences with
period p that satisfy the following condition: for any k € N there exists n € N such
that T, = a1 + - - - + a,,. We found that this condition guarantees a functioning of
the bellworks, which is controlled by the horologe. We indroduce a necessary and
sufficient condition for a periodic sequence to be a Sindel sequence.



Souhrn

Praktické aplikace teorie Cisel. Habilitacni prednaska je rozdélena do ctyf
¢asti. V prvni ¢asti uvedeme struény piehled aplikaci teorie ¢isel z monografie [7].
Kratce se zminime napf. o metodé RSA, o samoopravnych kédech, o hasovacich
funkcich, o souvislostech mezi teorii ¢isel, chaosem a fraktaly.

Téz pripomeneme praktické aplikace Fermatovych prvocisel, zejména v Ciselné-
teoretickych transformacich; v modularni aritmetice, kterd umoznuje rychlé na-
sobeni velkych c¢isel; pfi nadvrhu generatorti pseudondhodnych cisel a pri analyze
logistické rovnice pomoci délitelt Fermatovych cisel. Pouzivaji se téz pfi upraveé
digitalniho signalu (digitalni filtrovani dat).

Reedovy-Solomonovy samoopravné kédy se pouzivaji k ochrané standardnich
kompaktnich disk (CD) proti drobnému poskozeni (napf. poskrabéani). Umoziiuji
totiz zrekonstruovat ztracenou informaci. Samoopravné kédy se pouzivaji i rfadé
dalsich oblasti, napriklad o opravam signalu (dat) pfichazejicich z meziplanetarnich
sond.

Druhd c¢ast habilitacni prednasky bude vénovana nékterym konkrétnim aplika-
cim prvocisla 11 v samodetekujicich kédech, napt. ¢islech bankovnich uétt, ISBN
a ISSN kdédech. Také se strucné zminime o jednorozmérnych carovych kédech a
dvourozmérnych kddech.

Ve treti ¢asti budeme vysSetfovat diofantskou rovnici, kterd vede na tzv. Keple-
rovy mozaiky. Ur¢ime vSechna pravidelna i polopravidelna pokryti roviny pravidel-
nymi mnohothelniky. Pak uvedeme nékolik aplikaci a zobecnéni do trojrozmérného
prostoru.

Konecné ve ¢tvrté casti habilita¢ni prednasky se budeme zabyvat prazskym orlo-
jem. Jan Ondiejiv, zvany Sindel. pravdépodobné vytvoril jeho matematicky model
pred 600 lety. Na jeho pocest jsme v [11] zavedli pojem novy pojem §indelovské
posloupnosti. V prednasce ukadzeme, ze existuje pozoruhodné souvislost mezi troj-
thelnikovymi ¢&isly T} a bicim strojem prazského orloje. Sindelovské posloupnosti
{a;} C N pfirozenych ¢isel se definuji jako periodické posloupnosti s periodou p,
které spliuji nasledujici podminku: pro kazdé £ € N existuje n € N takové, ze
T, = a1 + -+ + ay,. Zjistili jsme, ze tato podminka zarucuje dobré fungovani bici-
ho stroje, ktery je fizen hlavnim strojem orloje. Pfedstavime nutnou a postacujici
podminku k tomu, aby dana periodicka posloupnost byla Sindelovska.
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1. Uvod

Studiem prvocisel se zabyva lidstvo jiz nékolik tisicileti. Podle nékterych védci to
dokladaji archeologické nalezy z tizemi afrického Zaire, kde byla vykopana kost, na
niz lze pozorovat 11, 13, 17 a 19 zafezt. Pomoci radiokarbonové metody (zalozené
na uhlikové chronometrii vychéazejici z poméru izotopi 12C a 14C) bylo zjisténo, ze
je stard 8 tisic let. Nékomu se tehdy asi zdala tato cisla poné€kud zvlastni, a tak si je
zaznamenal na kost. Samoziejmé odtud neplyne, ze by se tehdy lidé vazné zabyvali
vlastnostmi prvocisel. Avsak jiz v 7. stol. pf.n.l. pythagorejci ve starém Recku
prvocisla prokazatelné studovali. Pozdéji Eukleides (4.—3. stol. pf.n.l.) dokézal, ze
je jich nekone¢né mnoho. Eratosthenes z Kyreny (3. stol. pf.n.l.) se zase proslavil
svym prvociselnym sitem pro vyhledavani prvocisel. Ale teprve ve 20. stoleti se
dospélo k tomu, ze prvocisla mohou mit fadu zajimavych technickych aplikaci.

Kdysi se pro kontrolu spravnosti na osmistopych dérnych paskach pouzivala tzv.
parita, tj. osmé krajni stopa se dopliovala tak, aby byl pocet direk v kazdém radku
sudy. To slouzilo k odhalovani chyb pii dérovani dat pro pocitace. Podobny vyznam
maji kontrolni souéty pro ovéfovani spravnosti riznych datovych souborii (napi.
sloupcové ¢ fadkové soucty nebo celkovy soucet ¢isel v néjaké tabulce). To jsou
jednoduché ptiklady samodetekujicich kéd. Jako ptiklad si ve 2. kapitole uvedeme
praktické pouziti prvocisla 11 v samodetekujicich kédech.

V pracich [3], [4], [5], [8] a [10] se zabyvame vlastnostmi nékolika typt specidl-
nich t¥id prvocisel. V monografii [7] pak uvddime celou fadu praktickych aplikaci
prvocisel, napf.:

e sifrovani tajnych zprav pomoci velkych prvocisel

e digitalni podpis

e hasovaci funkce

e generatory pseudondhodnych cisel

e konstrukce pravidelnych mnohothelnikt

e poselstvi mimozemskym civilizacim

e Fermatova transformace

e chaos a bifurkace logistické rovnice

e konstrukce konecénych algebraickych téles

e rychlé nasobeni

e navrhy ozubenych kol

e kédovani aminokyselin

V [7] jsou uvedeny i dalsi aplikace teorie ¢isel, které nutné nevyuzivaji pojem
prvocisla, napt. samoopravné kédy ¢i Sifrovani pomoci symetrického klice. V po-
sledni dobé se ukazuje, Ze teorie ¢isel je necekané potiebna i v dalsich vzdalenych
oborech, napft. pri digitalnim zpracovani feci, pii studiu vlnovych jevi v kvantové
mechanice, teorii grup, teorii grafti nebo pfi feseni akustiky koncertnich sali.



2. Prvocislo 11 v kodovani

V této kapitole ukazeme praktické pouziti nejmensiho dvojciferného prvocisla 11
v samodetekujicich kédech (viz [9]).

2.1 Rodna ¢isla

V nasi republice jsou vSechna rodna cisla od roku 1986 délitelna prvocislem 11.
Posledni ¢tyféisli je totiz voleno tak, aby celé deseticiferné rodné ¢islo (odhlédneme-
li od lomitka) bylo délitelné 11. Zkuste si napt., ze rodné ¢islo

(1) 975811/0428

(odpovidajici narozeni dévéete dne 11. 8. 1997) je délitelné 11.

Jakou vyhodu mé skutecnost, ze jsou rodna cisla takto volena? Pocitac totiz
okamzité odhali chybu, jakmile se pfi zadavani rodného ¢isla zmylime v jedné jeho
ciffe. Pak rozdil mezi spravnym a Spatné zadanym rodnym ¢islem bude +c¢-10", kde
ce{l1,2,...,9}, coz nikdy neni délitelné 11, ale muze byt délitelné slozenymi ¢isly
12,14,15,16, . ... NapiSeme-li napt. omylem 975811/0728 misto ¢isla v (1), pocitac
by pfi déleni dvanacti chybu neodhalil, protoze obé ¢isla jsou délitelna 12. Slozena
¢isla proto nejsou pro tyto tucely vhodnéa. Protoze ¢islo 11 ndm umoznuje detekovat
chybu, hovotime o jedendctkovém samodetekujicim kodu.

Predstavme si, ze diive zvoleny pfiklad rodného ¢isla (1) ma hospodaika zapsat
do skolni databaze. Jestlize se splete napf. ve tteti ciffe takto: 860811/0428 (t;.
,zméni dévcée na chlapce“), pak rozdil obou &sel je 5- 107, coz jisté neni délitelné
11. Jestlize se zmyli ve vice cifrach, potom s velkou pravdépodobnosti priblizné %
pocita¢ rovnéz odhali chybu. Kvalitni software je ovSsem schopen najit i dalsi ne-
srovnalosti. Napriklad musi umét zkontrolovat pocet vkladanych cifer nebo vyradit
uméle vytvorené rodné ¢islo 830229/0425, které je sice délitelné 11, ale odpovida
neexistujicimu 29. tinoru roku 1983.

Jedenact je nejmensi dvojciferné prvocislo. Uvédomme si dale, Zze jednociferna
prvocisla se pro detekci chyb nehodi. P1i jejich pouziti by se totiz obecné nedala
odhalit chyba pfi vlozeni jedné nespravné cifry. Na druhé strané bychom mohli
pouzit i vétsi prvocisla. Pak bychom ale méli méné moznosti volby rodnych ¢isel,
protoze deseticifernych cisel, kterda jsou délitelna 11, je vice nez deseticifernych
Cisel, kterad jsou délitelnd napi. 13. Proto je prvocislo 11 pro desitkovou soustavu
yoptimalni“ ve uvedeném smyslu. Poznamenejme jesté, ze podobny jedenactkovy
koéd, ktery se lisi jen v jednom detailu, byl zaveden pro rodné cisla jiz od 1. ledna
1954. Tehdy se deviticiferné ¢islo délilo 11 a jednociferny zbytek byla posledni desata
cifra (takto vzniklé rodné ¢islo je délitelné 11). Pokud ale zbytek vysel 10, jako
desatéa cifra se volila nula a takova rodnéa ¢isla se po roce 1986 uz nezavadéji.

2.2. ISBN a ISSN koédy

Podobné jako rodné ¢isla jsou chranény proti pripadné chybé i kédy ISBN kniz-
nich publikaci. Pouzivaji se od roku 1972. Sklddaji se z deseti cifer x5 ... 210,
které jsou rozdéleny do ctyr ¢asti, mezi nimiz jsou 3 spojovniky. Pritom prvni tfi
¢asti maji proménnou délku:

ISBN kéd zemé-nakladatelstvi-identifikacni ¢islo knihy-kontrolni cifra z1g.
7



Naptiklad pro knihu [1] je
(2) ISBN 80-7196-274-0,

kde ISBN je zkratka anglického nazvu The International Standard Book Number,
prvni ¢islo 0 odpovida zemi, popi. jazyku (anglosaské zemé maji kromé 0 vyhrazenu
jesté 1, frankofonni 2, némecky mluvici zemé 3, Japonsko 4, ... , Ceska i Slovenska
republika 80 apod.), 7196 je kéd nakladatelstvi Prometheus, nasleduji identifika¢ni
¢islo knihy a posledni cifra x1¢, ktera se voli tak, aby ¢islo

(3) CC‘1+2.’132+3£U3+"'+10£C10

bylo délitelné jedenacti, tj.

9
T10 = Z kxi (mod 11),
k=1

pritom pro x19 = 10 se misto kontrolni cifry pise fimska desitka X.
Pro kéd (2) po dosazeni do (3) dostavame

1-8+2-0+3-7+4-14+5-94+6-64+7-2+8-7T4+9-4+10 210 = 220 + 10z10.

Toto ¢islo je délitelné 11 pro x19 = 0. Jestlize se spleteme v jedné ciffe nebo omylem
prohodime dvé nestejné cifry, pak takto zadané ISBN nebude délitelné 11 a snadno
odhalime, Ze nékde nastala chyba. Nové vydavané ISBN kdédy jsou tfindctimistné.
Zacinaji trojcifernym ¢islem 978 (EAN Prefix).

ISSN kédy (angl. International Standard Serial Number) slouzi k identifikaci
periodik (Casopist). Zapisuji se jako dvé cétverice cifer oddélenych spojovnikem:
Y1Y2Y3Ya-YsYsy7ys. Posledni kontrolni cifra yg se voli tak, aby ¢islo

8y1 + Ty2 + -+ 2y7 +ys

bylo délitelné 11 (pokud na misto kontrolni ¢islice patii 10, pouziva opét se znak
Fimské ¢islice X). Naptiklad pro ¢asopis Pokroky matematiky, fyziky a astronomie je
CS-ISSN-0032-2423, coz vyhovuje vySe uvedenému kritériu, nebot % = 5. Podobné
pro mezinarodni ¢asopis Applications of Mathematics s ISSN 0862-7940 dostaneme,
ze % = 15. Pted ISSN kddy se v soucasnosti predklada trojciferné ¢islo 977 (EAN

Prefix).

2.3. Identifika¢ni ¢isla organizaci

Ve vefejné sprave se setkavame s identifikac¢nimi ¢isly organizaci, kterd maji osm
cifer (podobné jako ISSN kédy) a jsou tvaru ICO y1ys .. .ys. Starsi kratsi éisla se
doplnuji nulami zleva na osm cifer. Posledni cifra yg je kontrolni. K jejimu urceni
se nejprve stanovi zbytek po vydéleni souctu

8y + Tya + - - - + 2y7
8



jedenacti. Zbytek odecteny od 11 se polozi roven s. V pfipadé, ze vyjde s = 10, je
kontrolni cifra 0, pro s = 11 je kontrolni cifra 1. Jinak definujeme yg = s. Opét
vidime, zZe vétsina chyb mtize byt eliminovana, je-li do kddu zavedena jedna kontrol-
ni cifra, kterd slouzi k ovéfovani spravnosti ostatnich ¢islic. Mtzete si vyzkouset,
ze uvedeny algoritmus funguje napt. pro ICO Stavebni fakulty CVUT, které je
68407 700.

2.4. Cisla bankovnich uétu

Cisla uétt u Komeréni banky se skladaji ze dvou ¢asti. Prvni ¢ast ¢isla obsahuje
0 az 6 cifer b;, druhé c¢ast 5 az 10 cifer a;, tj.

¢islo uctu: b5b4b3b2b1 bo—a9a8a7a6a5a4a3a2a1a0

(jiné penézni Gstavy mohou mit ¢éisla 1¢td utvafena jinym zpiusobem). Kvili jed-
noduché kontrole spravnosti jsou ¢isla G¢tl navic volena tak, aby

5 9
(4) 11| (Z bi21>, 11| (Z a¢2i).
i=0 i=0
Uvazujme naptiklad ¢islo uctu
158-3214151.

V tomto pfipadé se cifry bs, by, bs a ag, as, ay neuvadéji (jsou nahrazeny prazdnymi
znaky). Pak pro prvni ¢ast ¢isla aétu podle (4) mame 1-4+5-2+8 -1 =22, coz
je délitelné 11. Podobné zjistime délitelnost jedendcti i druhé c¢asti ¢isla uctu,

3-644+2-324+16+4-84+4+5-24+1=319.

2.5. Zavérec¢né poznamky

Velkéd rozmanitost jedenactkovych kédt vznikla spise estetickym citénim jejich
tvlrcd nez podstatnymi teoretickymi pfednostmi nékterého z nich. Pro jednodu-
chou detekci chyb jsou podobné konstruovany napf. kédy ISMN (International
Standard Music Number), kédy obsahujici biometrické udaje, kédy na platebnich a
telefonnich kartach ¢i pfimo kédy na mobilnich telefonech, i kdyz ne vzdy se pouzi-
vé zrovna jedenactkovy kod. Také ¢arovy kéd, s nimz se dnes setkdvame doslova na
kazdém kroku, umoznuje detekovat chybu. Napiiklad v nasi zemi nejpouzivanéjsi
kéd EAN-13 obsahuje 13 ¢islic agaias . ..a12, z nichz kazda je kédovana dvéma
Cernymi ¢arami a dvéma mezerami ruznych sifek (viz obr. 1 vlevo). Prvni kontrolni
cifra ag je definovana tak, aby soucet

a0+3(a’1+a3+"'+a’11)+a2+a/4+"‘+a,12

byl délitelny deseti. Carovy kéd byl poprvé patentovan v USA jiz v roce 1949. Jeho
masové pouziti je vsak spojeno az s obrovskym pokrokem optoelektrotechniky. V su-
permarketech zvySuje rychlost prodeje az o 400 %. Nejvétsi dvojciferné prvocislo
97 se pouziva k zabezpeceni kédu IBAN (International Bank Account Number).

9



1

Pti pouziti samodetekujicich k6di mtzeme sice zjistit, ze se nékde vyskytla chy-
ba, ale obecné nevime, ve které ciffe. Tento nedostatek lze odstranit pomoci tzv.
samoopravnych kédu (viz [7]). Ty ndm umoziuji pomoci redundantni (nadbytecné)
informace obsazené v kédovych slovech stanovit, ve kterém bitu (znaku) doslo k
chybé, a opravit jej. Pouzivaji se mj. pro spolehlivé prenosy dat zajistujicich bez-
pecnost zeleznicni dopravy, napt. aby nebyly soucasné oteviené zavory a navéstidlo
pro vlak. Samoopravné (téZ nazyvané samoopravujici se) kédy se také pouzivaji
v modernich automobilech, kde zajistuji pfipadnou opravu tdajt prochazejicich
sériovou sbérnici, ktera slouzi k distribuci dat a poveli k jednotlivym elektrickym
pristrojim.

Velkd budoucnost je vkladdna do nové generace ¢arovych kédt — tzv. dvou-
rozmérnych kéda s velmi vysokou informacni kapacitou (pfes 1 kB) a schopnosti
detekce a oprav chyb. Miizeme se s nimi setkat napi. na prazskych tramvajenkéach
(viz obr. 1 vpravo), americkych Fidi¢skych prikazech, nejriznéjsich identifika¢nich
kartach. Lze je vyuzit i pro zakédovani diagnézy pacientii. Tisknou se a prenaseji
na papiru, coz je jisté nejlevnéjsi médium. Dalsi jejich vyhoda spociva v moznosti
prenosu dat bez nutnosti vkladani z klavesnice, kdy casto vznikaji preklepy.

W werpmacml

Obr. 1. Jednorozmérné a dvourozmérné carové kédy.

2°127437
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3. Keplerovy mozaiky

3.1. Pravidelna pokryti

Némecky matematik a astronom Johannes Kepler se ve svém stézejnim dile
Harmonices mundi (1619) zabyval otazkou, jaka pokryti (tj. mozaiky, parketaze)
lze vytvorit z pravidelnych n-tihelniki tak, aby sousedni n-tihelniky vzdy souse-
dily celou stranou (viz [1]). Navic pozadoval, aby kazdy vrchol byl stejného ty-
pu (n1,na,...,ng), tj. aby byl obklopen postupné pravidelnym n-tuhelnikem, no-
thelnikem atd. Pfitom k-tici (n1,ne,...,n,) budeme povazovat za ekvivalentni
(ng,...,n2,m1), tj. nebude nam zéalezet na tom, zda vrcholy n-thelniki kolem da-
ného vrcholu ¢islujeme po smeéru ¢i proti sméru hodinovych rucicek. Rovnéz k-tice
(n1,n9,...,nk) a (n2,...,ng,n1) budeme povazovat za ekvivalentni, tj. nebude
zélezet na tom, odkud zacneme n-thelniky cislovat. Takové pokryti nazveme po-
lopravidelne. Pokud specidlné ny = ny = --- = ng, pak hovorime o pravidelnem
pokryti. Dvé pokryti budeme povazovat za ekvivalentni, pokud jedno dostaneme
z druhého pomoci posunuti, otoceni a dilatace.

3.2. Reseni Keplerovy diofantské rovnice

Véta. Existuje pravé 12 riiznych polopravidelnych pokryti roviny, z toho jsou 3
pravidelna.

D ik az. Vnitini thel v pravidelném n;-thelniku je roven (n; —2)180°/n;. Proto
pro vrchol typu (n1,ne,...,nx) plati nasledujici nutna (nikoliv vSak postacujici)
podminka existence polopravidelného pokryti

ny — 2 ng — 2 ng — 2

180 + 180 +--- +
ni Ny N

180 = 360.

Odtud jednoduchymi tpravami dostaneme diofantskou rovnici

1 1 1 k—2
(5) n1+n2+”'+nk_ 2
Prava strana (5) musi byt kladna, a tedy k£ > 3. Protoze bod lze obklopit 6 rov-
nostrannymi trojihelniky a vSechny ostatni m-thelniky maji vnitini uhly vétsi,
ziskdme dalsi nutnou podminku £ < 6. Srovname-li slozky vysledné k-tice pro pre-
hlednost podle velikosti, dostaneme nasledujicich 17 feSeni rovnice (5).
Trojice:

(3,7,42), (3,8,24), (3,9,18), (3,10,15), (3,12,12),
(4,5,20), (4,6,12), (4,8,8), (5,5,10), (6,6,6);

¢tverice:
(3,3,4,12), (3,3,6,6), (3,4,4,6), (4,4,4,4);
pétice:
(3,3,3,3,6), (3,3,3,4,4);
Sestice:

(3,3,3,3,3,3).
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Obr. 2. Keplerovo pravidelné a polopravidelné pokryti roviny pravidelnymi mnohouhelniky.

Ne vsechna ale odpovidaji polopravidelnym pokrytim celé roviny. Napiiklad bod
lze obklopit dvéma pétithelniky a jednim desetitthelnikem, ale snadno mizeme
oveérit, ze to nestac¢i na pokryti celé roviny. Navic slozky uvedenych sedmnacti k-tic
byly srovnany podle velikosti, coz v dalsim uz nebudeme pozadovat.

Postupnym provérovanim predchozich piipadi ziskdme jen nésledujicich 12 fe-
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Seni (viz obr. 2)

(3,3,3,3,3,3), (4,4,4,4), (6,6,6),
(3,12,12), (4,8,8), (4,6,12),
(3,6,3,6), (3,4,6,4), (3,3,4,3,4),
(3,3,3,4,4),  (3,3,3,3,6), (3,3,3,3,6).

Posledni dvé feseni jsou Ciselné stejna. Vsimnéte si ale na obr. 2, ze posledni pokryti
je zrcadlovym obrazem predposledniho. Ostatnich 10 pokryti mé osu soumérnosti.
U

Keplerovy polopravidelné mozaiky se pouzivaji k ozdobnému dldzdéni nékterych
chodnikti, pro parketdze a umélecké mozaiky, jako vzory na tapety a latky, v poci-
tacové grafice, ale i pti popisu uhlikovych nanotrubic.

Podobné jako jsme vysettovali pravidelnd a polopravidelnd pokryti roviny pra-
videlnymi mnohouhelniky, lze studovat i tzv. polopravidelna télesa (viz [1]). Po-
lopravidelné téleso je konvexni mnohostén, jehoz vSechny stény jsou pravidelné
mnohothelniky a vSechny prostorové thly ve vrcholech mnohosténu jsou piimo
¢i nepiimo! shodné. Specidlnim p¥ipadem polopravidelnych téles jsou platénska
pravidelna télesa, jejichz povrch je tvoren pravidelnymi mnohotihelniky jednoho
typu. Polopravidelna télesa, jejichz povrch je tvoren pravidelnymi mnohotihelniky
dvou ¢i vice typi, se déli na tzv. archimédovska télesa, pravidelné hranoly a pra-
videlné antihranoly. Jejich existenci lze vysetfovat podobné jako v predchozi vété.
Pravidelné hranoly (resp. pravidelné antihranoly) maji dvé protilehlé stény tvoreny
stejnym pravidelnym n-uhelnikem a ostatni stény jsou ¢tverce (resp. rovnostranné
trojuhelniky). Specidlnim pfipadem pravidelného hranolu (resp. pravidelného anti-
hranolu) je krychle (resp. pravidelny osmistén). Prehled t¥inacti archimédovskych
téles podava Johannes Kepler ve druhé kapitole Harmonii svéta. Tato télesa jsou
pojmenovana po antickém mysliteli Archimédovi.

Pravidelna a polopravidelna télesa maji fadu pouziti v krystalografii a teorii bo-
dovych grup. Pouzivaji se i pro dekora¢ni ti¢ely (napf. na nastupisti stanice Luziny
Metra B v Praze). Také fotbalovy mi¢ pfipomind archimédovské téleso o 12 pé-
tithelnikovych a 20 Sestitthelnikovych sténach. Tento mnohostén méa 60 vrchold a
nalezl uplatnéni téz v chemii. Ukézalo se totiz, ze existuje stabilni molekula uhli-
ku, tzv. fulleren Cgg, kterda ma 60 atomi umisténych pravé ve vrcholech takového
polopravidelného télesa. Pravidelné triangulace trojuhelnikovych stén pravidelného
dvacetisténu se zase pouzivaji ke konstrukei triangulace povrchu koule.

1Prostorovy thel je nepfimo shodny se svym zrcadlovym obrazem.
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4. Teorie c¢isel ukryta v prazském orloji

4.1. Jan Sindel — autor matematického modelu orloje

V této kapitole uvidime, ze teorie ¢isel sehrala dtlezitou tlohu i pfi konstrukci
prazského orloje. Podle vyzkumi Zdenka Horského a Emanulela Prochazky orloj
vznikl v dobé mistra Jana Husa kolem roku 1410. Jeho matematicky model navrhl
Jan Ondiejiiv, zvany Sindel, ktery se zabyval matematikou a astronomii na prazské
univerzité. Jeho starsi kolega K¥istan z Prachatic jiz kolem roku 1406 zde prednésel
o konstrukci astrolabu. To je starovéky astronomicky tthlomérny pristroj k urco-
vani poloh nebeskych téles a mistniho casu. Unikatni stroj orloje vytvoril Mikulas
z Kadané. V pribéhu staleti byla konstrukce orloje vicekrat zdokonalovana, napf.
povéstnym Janem z Ruze (mistrem HanuSem). V 16. stoleti pecoval o orloj Jan
Téaborsky z Klokotské Hory. Ten je také autorem nejstarsiho zndmého popisu orloje
z roku 1570.

Jan Ondfejiv, zvany Sindel (cca 1375 — cca 1457), se roku 1399 stal mistrem svo-
bodnych umeéni na prazské univerzité a v roce 1410 zde ve funkci rektora vystiidal
mistra Jana Husa. Napsal nékolik matematickych a astronomickych pojednani —
napi. De notitia triangulorum cum notis Iohannis Schindel; Canones pro eclipsibus
Solis et Lune. Na univerzité piednasel podle Thabita Ptolemaitiv Almagest. Sindel
byl téZ osobnim lékafem krale Véaclava IV (viz [2]). Na jeho pocest jsme v [11] zaved-
li pojem Sindelovské posloupnosti, ktery nize pfedstavime. S jeho pomoci uvidime,
jaka podivuhodna matematika se skryva v bicim stroji prazského orloje a jak tento
stroj souvisi s trojuhelnikovymi ¢isly.

4.2. Prazska hodinova posloupnost

Genialitu tehdejsich hodinaid miizeme demonstrovat na konstrukci zafizeni pro
presnou stabilizaci tdert zvonu. Bici stroj obsahuje velké obézné kolo (tzv. zavér-
kové kolo) s 24 zafezy na vnéjsim obvodu, jejichZ vzdalenosti postupné naristaji
(viz obr. 3). To umoznuje periodické opakovani 1-24 uderti zvonu béhem kazdého
dne. Pocet tidert zvonu odpovida SEC, tj. v letnim ¢ase orloj odbiji vZdy o hodinu
méné. Soucasti biciho stroje je i pomocné kolecko, jehoz obvod je rozdélen 6 zatezy
na segmenty o délkach oblouku 1, 2, 3, 4, 3, 2 (viz obr. 3). Tyto délky se periodicky
opakuji po kazdé otocce a jejich soucet je

s = 15.

Na zacatku kazdé hodiny se zvedne zapadka, obé kola se zacnou otacet a zvon
odbiji prislusny pocet hodin. Kola se zastavi, jakmile zapadka zapadne soucasné do
zatfezl na obou kolech. Kazdy den udefi zvon celkem

1+2+---424 =300

krat, a protoze trojuhelnikové ¢islo Th4 = 300 je délitelné s = 15, bude pomocné
kolecko na pocatku kazdého dne vzdy ve stejné poloze.
Zaveérkové kolo ma 120 vnitinich zubt, které zapadaji do cévového kola se 6 vo-
dorovnymi tyckami, jez obklopuji stfed pomocného kolecka (viz obr. 3). Protoze se
14



zéveérkové kolo otoc¢i jednou denné, pomocné kolecko se otoci za tu dobu 20krat.
Obe kola se otaceji pouze béhem odbijeni. Pritom je ale obvodova rychlost pomoc-
ného kolecka priblizné 4krat vétsi, protoze jeho obvod je 5krat mensi, nez obvod
zaveérkového kola. To umoznuje dostatecné presnou stabilizaci poctu udertt zvonu
zejména pii opotiebeni zarezll zavérkového kola. Bez pomocného kolecka by totiz
mohl zvon uderit napi. jen 11krat misto 12krat, pokud by segment oznaceny 12
na obr. 3 mél jiz prilis zaoblené konce. Pro jeden uder zvonu hodinu po piilnoci,
je dokonce pomocné kolecko nezbytné, nebot na zavérkovém kole schazi prislusny
segment (viz obr. 3).

Prazsky orloj je pravdépodobné nejstarsi a stale fungujici hodinovy stroj, ktery
obsahuje takové diimyslné zarizeni pro presnou stabilizaci poctu tuderi zvonu.

12 11

Obr. 3. Pocet udert zvonu je oznacen Cisly ...,9,10,11,12,13, ... po vnéjsim obvodu velkého
zavérkového kola. Za nim je umisténo pomocné kolecko, jehoz obvod je zafezy rozd€len na segmenty

o délkach oblouku 1, 2, 3, 4, 3, 2. Zapadka je znazornéna malym obdélnickem nahofe uprostied.

Kdyz se pomocné kolecko otaci, vytvari pomoci délek segmentid mezi jednotli-
vymi zarezy periodickou posloupnost, jejiz ¢astecné soucty odpovidaji poctu tdert
zvonu v kazdou celou hodinu,

(6) 123432 123 43
~ =<~ =~
5 6 7

2123 432 1234 32123 43212
—_—— Y} Y—] =
8 9 10 11 12

34321 23432 123432 ...
—— ———— Se———
13 14 15

V dalsi kapitole ukazeme, ze bychom takto mohli pokracovat az do nekonecna.
Vsechny periodické posloupnosti ale takovou pé€knou souctovou vlastnost nemaji.
Napftiklad je patrno, ze nelze pouzit periodu 1, 2, 3, 4, 5, 4, 3, 2, protoze pro 6
udert zvonu je 6 < 4+ 3. Rovnéz perioda 1, 2, 3, 2 se k tomuto ucelu nehodi, nebot
pro 4 idery mame 2+ 1 <4 <2+ 1+ 2.
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Sloane ve své The on-line encyclopedia of integer sequences:
http://www.research.att.com/“njas/sequences/

nazyvéa periodickou posloupnost
1,2, 3,4,3,2,1, 2 3,4, 3, 2,...

prazskd hodinovd posloupnost diky zajimavé souctové vlastnosti uvedené v (6).

V nasledujicich kapitolach se budeme vénovat zobecnéni této posloupnosti. Bu-
deme se zajimat o to, jak navrhnout nepravidelné ozubeni pomocného kolecka i pro
obecné jiné hodnoty souctu s.

4.3. Trojahelnikova ¢isla a Sindelovské posloupnosti

V ¢lanku [6] jsme odvodili pfekvapivou souvislost mezi trojuhelnikovymi ¢isly

k(k+1
(7) Tk:1+2+~~+k:%, E=0,1,2,...,
a prazskou hodinovou posloupnosti, ktera byla pouzita pii konstrukci biciho stroje
prazského orloje. V této kapitole se budeme zabyvat dalsimi periodickymi posloup-
nostmi, které maji podobnou vlastnost jako posloupnost 1, 2, 3, 4, 3, 2,... v (6),
tj. které by mohly byt pouzity pii konstrukci podobného pomocného kolecka jako

je na obr. 3.

Posloupnost (a;):2; se nazyva periodickd, jestlize existuje p € N tak, ze

(8) VieN : Qitp = Gy

Konecna posloupnost aq,...,a, se nazyva perioda a p délka periody. Nejmensi p
spliiujici (8) se nazyva minimdlni délka periody a jemu odpovidajici posloupnost
ai, ..., a, minimdlni perioda.

Necht (a;) C N je periodické posloupnost. Rekneme, ze trojihelnikové ¢islo T,
pro k € N je dosazitelné pomoci (a;), jestlize existuje n € N tak, ze

Periodickou posloupnost (a;) nazveme sindelovskou, je-li T}, dosazitelné pomoci (a;)
pro vSechna k € N, tj.

(10) VEEN dneN:Tp=) a.

=1

Trojuhelnikové ¢islo T na levé strané je rovno souétu 1 4 - - - 4+ k hodin na velkém
zavérkovém kole, zatimco soucet na pravé strané odpovida celkovému pootoceni
pomocného kolecka (viz obr. 3). Pfitom pro k-tou hodinu plati

(11) k=T —Thor= Y a;
1=m-+1
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kde Ty_1 = >..*, a;. Protoze a; > 0, je ¢éslo n v (10) zavisejici na k urceno
jednoznacéné. Z (7) a (9) je také patrno, Ze a; = 1, je-li (a;) Sindelovska posloupnost.

Obr. 4. Schematické znazornéni trojuhelnikového &isla T%. Cerné puntiky v k-tém fadku znéa-
zoriuji pocet tiderii zvonu v k-té hodiné (viz (11)). Cisly jsou oznaceny délky segmentt mezi

zafezy na pomocném kolecku.

Naésledujici véta ukazuje, Ze podminku (10) lze zaménit mnohem jednodussi pod-
minkou, jez obsahuje pouze konecny pocet ¢isel k. To nam umoziuje provést jen ko-
necny pocet aritmetickych operaci, abychom zjistili, zda zvolené perioda a1, ..., a,
dava sindelovskou posloupnost. Soucet prvkid periody budeme nadéle oznacovat

(12) s = Za

Véta. Periodicka posloupnost (a;) je pro liché s Sindelovska, jestlize T}, je dosa-
Zitelné pomoci (a;) prok =1,2,...,3(s —1).

Dikaz této véty je uveden v [6].

Poznamka. Cislo 1(s—1) v pfedchozi vété nelze zmensit, je-li p délka minimalni
periody odpovidajici s. Abychom se o tom presvédcili, staci uvazovat posloupnost
(a;) s minimalni periodou 1,2,2,1,4,1,4 a s = 15. Pak podle definice jsou trojua-
helnikova ¢isla 17, .. ., T dosazitelnd pomoci (a;), ale T7 neni.

Priklady. Vyznam piedchozi véty mizeme demonstrovat na prazské hodinové
posloupnosti (6) pro s = 15. Stadi totiz ovéfit vztah (10) pouze pro k < 1(s—1) =7,
tedy jen prvni fadek v (6). (Pfitom 77 = 28 z obr. 4 je dokonalé ¢islo.) Dosazitelnost
celych ¢isel k£ > 7 na dalsich fadcich (6) pak vyplyva z predchozi véty.

Podobné mtzeme ovérit predpoklady véty i pro dalsi periody:

1,2prop=2as=23,

1,2, 2prop=3as=25,
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Existuji sindelovské posloupnosti i pro s suda. Jednu takovou mtzeme zkonstru-
ovat napf. z periody 1, 2, 1, 1, 1:

(13) 12111 121 1112 11112...
—— Y Y=
3 4 5 6

Cinitel %(s — 1) na pravé strané (8.9) ale neni celoc¢iselny. Proto pfislusné prvky
posloupnosti vyjadiujici ¢islo s = 6 v (13) nejsou ve stejném poradi jako dana
perioda.

4.4. Podminka pro existenci Sindelovské posloupnosti

Necht n > 2 a a jsou pevné dané cela ¢isla. Pfipomenme nejprve pojmy kvadra-
tického rezidua a nerezidua. Jestlize kvadratickd kongruence

> =a (mod n)

ma TeSeni z, pak a se nazyva kvadraticky zbytek (kvadratické reziduum) modulo n.
V opac¢ném ptipadé se a nazyva kvadraticke nereziduum modulo n.

Na zévér uvedme nutnou a postacujici podminku pro existenci Sindelovské po-
sloupnosti, ktera se opira o pojem kvadratického zbytku.

Véta Periodicka posloupnost (a;) je Sindelovska pravé tehdy, kdyz pro kazdé
ne{l,....,p} aj€e{1,2,...,a, — 1}, pro néz a,, > 2, ¢islo

w:8<iai—j>+1
=1

neni kvadraticky zbytek modulo s.

V ditkazu této véty (viz [11]) je obsazen numericky algoritmus pro vytvareni
tzv. primitivnich Sindelovskych posloupnosti. Pomoci pocitace 1ze provérit, ze zad-
na primitivni sindelovska posloupnost pro s < 1000 a s # 15 nemé takovou péknou
,palindromickou“ vlastnost jako prazskd hodinova posloupnost (6), ktera byla po-
uzita pfi konstrukci biciho stroje prazského orloje. Tuto posloupnost generuje pii
otaceni pomocné kolecko znézornéné na obr. 3.

V préaci [12] uvadime dalsi matematické véty (celkem 10), které se bezprostiedné
tykaji konstrukce prazského orloje.
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