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Summary

Quantitative ultrasound nondestructive material evaluation is based on the understanding
to ultrasonic signal propagation in materials. Quantitative examination of properties and
material structure by ultrasound method is in principle an inverse problem and can be
attacked only if the direct problem is understood, i.e. if it is known how the parameters of
the scattered ultrasonic fields are affected by known discontinuities. General constitutive
relationships of modern materials, boundary conditions appropriate for the problem, in-
ternal defects and heterogeneous medium limits the use of analytical approach to solution
of wave phenomena.

Approximate solution of elastodynamic wave equation can be found numerically by
methods like e.g. finite difference method (FDM) and finite elements method (FEM).
Method LISA (Local Interaction Simulation Approach) elaborated in this work is for-
mally similar to finite difference method and the key factor of the method is the general
description of interaction between neighbouring nodes of computational mesh.

We are developing computer package consisting of several programs that are based on
the method LISA. Our LISA package can be used e.g. for the study of:

a) Refraction of acoustic waves on the solid-liquid interface.

b) Propagation of acoustic waves in anisotropic elastic media.

¢) Elastic waves propagation in multiphase media.

)
)

d) Description of heterogeneous media with non-perfect interfaces.
)

e) Characterization of internal media discontinuities (e.g. cracks, voids, slippages, in-
ferior material properties).

Such analysis can be performed for different kinds of acoustic sources and diverse
pulse shapes. As a result of the numerical solution of elastodynamic wave equation pulse
response of the material can be obtained. Consequently velocities and attenuation of
individual wave patterns can be evaluated from these data.

This paper is intended as a very brief introduction to quantitative ultrasound eva-
luation i.e. characterization of properties and structure of diverse materials like e.g. inter-
metalics (materials with shape memory, multiphase materials, high-temperature alloys),
composites or bio-materials (bone marrow).

Understanding to the data obtained by numerical computing in general can be mar-
kedly intensified by visualization. Last but not least visualization can help significantly to
students to understand to the tricky phenomena of wave propagation in complex media.
Consequently visualization is a prominent part of this lecture and several video movies is
an integral part of the presentation.



Souhrn

Siteni akustickych vln v pevnych latkach predstavuje zéklad ultrazvukovych metod dia-
gnostiky materiali a defektoskopie konstrukci. Kvantitativni vySetfovani vlastnosti a
struktury materialii ultrazvukovymi metodami je v podstaté inverzni problém, k jehoz
feSeni je nezbytné porozumét modelu Sifeni a rozptylu akustickych vin. Matematicky
se jedna o TeSeni soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic s pfislusnymi okrajovymi
podminkami. Pravé tyto okrajové podminky, vady a nedokonalosti materialu a obecné
konstitutivni vztahy modernich materialti omezuji pouziti analytickych pfistupi k feSeni
vlnového problému.

Proto je nezbytné hledat feseni pomoci numerickych metod jako jsou napt. metoda ko-
nec¢nych diferenci (MKD) a metoda koneénych prvkia (MKP). Pristup metody LISA (Local
Interaction Simulation Approach), ktery je rozpracovan v této praci, vychazi z obecného
predpisu interakce mezi sousednimi uzly vypocetni sité. Reseni vlnové rovnice touto me-
todou forméalné pripominéd metodu konecnych diferenci.

Pro metodu LISA vyvijime stejnojmenny programovy balik sestavajici z nékolika pro-
grami, které je mozné vyuzit napiiklad pro studium:

a) Refrakce akustickych vln na rozhrani tekutina-pevna latka.
b) Siieni akustickych vin v anizotropnim elastickém prostiedi.

¢) Sifeni vin ve vicefizovém (po &astech homogennim) materialu.

)
)

d) Heterogennich prostiedi s neidedlnim kontaktnim rozhranim.
)

e) Vnitinich nespojitosti prostiedi (napf. typu trhlina ¢ skluz krystalovych rovin).

Tuto analyzu lze realizovat pro rtizné druhy buzeni (silové, kinematické, rizné tvary
pulsi...). Jako vysledek numerickych simulaci je mozné ziskat pulsni odezvu materi-
alu, ze které mohou byt vyhodnoceny rychlosti a itlumové charakteristiky jednotlivych
typt vin.

Tato prace muze poslouzit jako iivodni seznameni s moznostmi kvantifikace ultrazvu-
kovych méfeni, ¢imz mame na mysli vySetfovani vlastnosti a struktury takovych materialt
jako jsou intermetalika (materialy s tvarovou paméti, vicefazové materiély, vysokoteplotni
slitiny), kompozity nebo biomateridly (napf¥. kostni tkar).

K pochopeni studované problematiky mize bezpochyby vyrazné prispét také vizuali-
zace ziskanych vysledkti. Vizualizace je v neposledni fadé dtilezita i pro studenty, kteii se
s uvedenou problematikou seznamuji. Proto v prednasce vénujeme pomérné velkou a jisté
zaslouzenou pozornost vizualizaci vysledki ziskanych numerickymi vypocty.

Technicka poznamka

Tento dokument je napsan ve formatu BTEX [2] a pieloZen programem pdfTEX [3], s jehoz
pomoci ziskdme dokument ve formatu PDF s aktivnimi hypertextovymi odkazy. V praci
jsou odkazy na soubory typu MPEG [4], VRML [5] a netCDF [21], které jsou uloZeny na
adrese [1], kde je také mozné ziskat vice informaci o vhodnych prohlize¢ich pfislusnych
datovych formati. Zde je rovnéz k dispozici PDF verze habilita¢ni prace opét s aktivnimi
hypertextovymi odkazy a HTML verze, u které ovSem jiz ze samé podstaty HTML do-
kumentu a pri uvazeni moznosti dnesnich prohlize¢ti pochopitelné nesmime pfilis Ipét na
typografické kvalité.
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1 Zakladni pojmy z klasické teorie pruzZnosti

Prednéaska je vénovana siteni elastickych vin zejména v pevnych latkach. Tato problema-
tika je pochopitelné velmi rozsahla, a proto jsou v této Casti pouze naznaceny nékteré
zékladni pojmy, ze kterych budeme vychazet pfi numerickém studiu Siteni elastickych vin
v obecném nehomogennim prostfedi. Pro hlubsi studium této problematiky je k dispozici
fada publikaci a nékteré z nich jsou uvedeny v [1].

Ze zkuSenosti vime, Ze napéti (7) a deformace (5) jsou ve vzajemném vztahu, ktery
charakterizuje elastické vlastnosti daného prostiedi. Tento vztah je zavisly na fyzikalnim
i chemickém slozeni prostiedi, na jeho krystalické struktufe, na vnéjSich termodynamic-
kych podminkéch apod. Tyto okolnosti nas nuti studovat elastické vlastnosti zvlast u latek
skupenstvi pevného a zvlast u latek skupenstvi kapalného a plynného.

V této praci se pri studiu elastickych vlastnosti pevnych latek omezime na malé de-
formace a také budeme predpokladat, ze vztah mezi napétim a deformaci je linedrni.
Prislusna teorie se nazyva klasicka nebo téz linedrni teorie pruznosti.

Vzhledem k vyhrazenému prostoru je nasledujici pasaz velmi strucna a nezbytné zjed-
nodusena. Opét je nutné se odkazat napf. na [1], kde je mozné nalézt vice podrobnosti.

1.1 Elasticka deformace

Uvazujme pevné, elastické téleso v klidovém stavu a bod P o soufadnicich P(z,y,z) =
P(xy,29,73)" v tomto télese. Pisobenim vnéjsich sil (a také tepla, elektrického pole
atd.) dochazi k elastickému posunuti tohoto bodu. Ozna¢me si jeho nové soufadnice
P'(x}, xy, 24). Déle predpokladame, Ze tyto nové soufadnice jsou funkcemi” prostoru a
¢asu a mizeme proto zavést vektor posunuti * u se slozkami
ui(zj,t) = 2 — x;, i=1,2,3. (1)

K posouzeni deformace télesa ovSem musime vzit v ivahu body dva. Proto kromé
bodu P uvazujme v nedeformovaném télese jesté bod @), ktery je infinitesimalné vzdalen
od bodu P a jeho soufadnice ozna¢me x; +dz;. Déle ozna¢me jako z, a x}+ dx, souradnice
bodu P’ a @), které odpovidaji poloze bodi P a ) v deformovaném stavu télesa.

Srovnejme ¢tverce vzdalenosti obou bodi v ptivodnim a v deformovaném stavu télesa.
Oznac¢ime-li ds vzdalenost bodi PQ a ds’ vzdélenost P'Q)', mame pro Ctverce téchto
vzdalenosti vyjadieni *:

ds? = dz; dv; = dji dxj dzy, (2)
ds”? = da); dx}, = (5ij + 8_:(:]) (5ik + a—xk) dx; dxy (3)

kde jsme za dz; dosadili Tayloriv rozvoj funkce u;(z;+dx;) a zanedbali jsme ¢leny vyssich
1adu; d;; oznacuje Kroneckeriv symbol.
K posouzeni zmény ve vzdalenosti obou bod#i vezméme rozdil ds’? —ds?, ktery miizeme
po upravé psat ve tvaru
ds® — ds* = 2¢j, dzx; day, (4)

1V celé praci predpokladame kartézskou soufadnou soustavu.

20 vsech funkcich zde pfedpokladame, Ze jsou spojité a maji spojité parcialni derivace vsech potieb-
nych rada.

3Né&kdy se nazyva také pretvoreni.

4V tomto textu pouzivame standardnim zptisobem Einsteinovo sumaéni pravidlo.



kde veli¢iny €, definované vztahem

Ou; — Ouy n Oou; Ou;

k=1,2,3 )
xy, +8:1:j Ox; Oxy, I o (5)

ijk =

jsou v indexech j, k symetrické. Pokud jsou €j riizné od nuly, je ze vztahu (4) zfejmé, ze
dochazi ke zméné vzdalenosti obou bodi a €, popisuji deformaci télesa.

Ze vztahu (D) je také patrné, ze veli€iny € jsou slozkami tenzoru druhého fadu, ktery
je symetricky. Tento tenzor se nazyva tenzorem konecné (velké) deformace.

Derivace druhého ¥adu v definici (5) ovSem vyrazné komplikuji dalsi operace s timto
tenzorem. Proto se v nasledujicim textu ve vyrazech pro slozky deformaci omezime na
linearni ¢leny. Zavadi se pojem malych deformaci, pri nichz predpokladame, ze slozky
posunuti u; a jejich derivace jsou tak malé, Ze je mtizeme zanedbat ve srovnani s 1. Slozky
malé deformace e;, dostaneme proto z rovnice (5) zanedbanim kvadratickych ¢lent:

1 [(Ou;  Ouy —_—
ejk_§(8_xk+8_xj)’ j,k—1,2,3. (6)

Velic¢iny e, jsou opét slozkami symetrického tenzor druhého fadu, ktery se nazyva tenzo-
rem malé deformace.

1.2 Tenzor napéti

Na objemovy element uvnitt deformovaného télesa ptisobi obecné dva druhy sil a to sily
objemové a sily plosné.

Sila objemové pusobi na jednotlivé objemové elementy télesa a je tmérna hmotnosti
tohoto elementu. Vztahneme ji na jednotku objemu a oznac¢ime F' se slozkami F;. Na
objemovy element dV bude proto ptisobit objemova sila F dV .

Plosna sila ptisobici na povrchu dS nami uvazovaného objemového elementu je imérna
jeho velikosti, tj. ma tvar T dS, pticemz vektor T se nazyva vektorem napéti. Smér vektoru
napéti T obecné nesplyva se smérem vnéjsi normaly v plochy dS, a proto jej oznacujeme

T, pricemz definujeme tenzor napéti 7;; vztahem
Ti= 705 i,j=1,2,3, (7)

Podobné jako tenzor deformace je tenzor napéti 7;; symetricky tenzor druhého radu.

1.3 Hookuv zakon

Pti odvozeni pohybovych rovnic elastického télesa je vhodné znat vztah mezi tenzorem
napéti 7 a tenzorem deformace e. Tento vztah se nazyva Hookiv zdkon [10].
Hooktv zakon mtzeme v jednorozmérném pripadé psat ve tvaru

T=Fe. (8)

V tomto ptipadé se 7 nazyva prosté napetim, e relativnim prodlouZenim a konstanta E
Youngovgm modulem pruznosti (modulem pruznosti v tahu).

Pti zobecnéni Hookova zakona na vicerozmérny systém se opét omezime na linedrni
teorii pruznosti, tj. budeme predpokladat, ze deformace jsou charakterizovany slozkami
tenzoru malych deformaci ey; a slozky tenzoru napéti 7;; jsou jejich linedrnimi funkcemi.



Vzhledem k symetrii tenzort ey a 7;; tak dostdvadme Sest rovnic, které miizeme zapsat ve
tvaru
Tij :Cijkl €kl , iajakal: 17273' (9)

Tenzor Cjjj je ¢tvrtého fadu a jeho slozky se nazyvaji elastickymi koeficienty. Tenzor
Cijr mé obecné 3* = 81 slozek. Z rovnice (9) je oviem zfejmé, Ze tenzor Cjy; je symetricky
jak v indexech ¢ a j, tak v indexech k a [. Vzhledem k této symetrii by meélo byt obecné
nezavislych 6 x 6 = 36 elastickych koeficientii. Z energetickych tvah [10] ovSem vyplyva,
ze tenzor Cjjy je symetricky i pii zadméné prvni dvojice indext s druhou (Cjji = Chyij)
nezavislych koeficientti tenzoru Cjji; je z ptivodnich 81 pouze 6 4 15 = 21.

Téchto 21 nezavislych koeficienttt odpovida nejobecnéjsimu pfipadu anizotropie, ktery
prislusi krystalické soustave trojklonné (triklinické). Napfiklad jednoklonny krystal mé 13
nezavislych koeficientt a krychlova soustava tfi [11].

1.4 Dynamické rovnice elastického télesa

Ze vztahu pro rovnovahu sil v objemovém elementu dV je mozné odvodit rovnice staticke
rovnovdhy deformovaného elastického télesa ve tvaru [10]:
O0Tji
#jLFZ-:O, 1,7 =1,2,3. (10)
j
Nasim cilem je ale ziskat pohybové rovnice pro obecné elastické prostiedi. Pti dyna-
mickych problémech predpoklddéme, Ze u;, 7;; a F; jsou obecné funkcemi nejen soufadnic
x;, ale také Casu t, a ze maji spojité derivace potfebnych radu.
Od rovnic statické rovnovahy snadno dospéjeme k rovnicim dynamickym, pouzijeme-
li d’Alembertova principu’. Podle d’Alembertova principu dostaneme pohybové rovnice
pripojenim sily setrvacnosti k ptisobicim objemovym a plosnym silam. Sila setrvac¢nosti
objemového elementu dV se rovna zaporné vzatému soucinu jeho hmotnosti a zrychleni.
Je tedy silou objemovou.
Oznacime-li p(x;,t) hustotu a §%u;/9t* zrychleni uvazovaného objemového elementu,
dostavame pro slozky sily setrvacnosti F%) vztah
2
(8) _ 0 u; _
F = — deéﬁﬁ, i=1,2,3. (11)
Tato sila je vztazena na objemovou jednotku, a proto ji miizeme pricist k objemové sile
F v rovnici (10). Po tpravé je mozné psat pohybové rovnice ve tvaru
Ti g 0?u;

ZL‘]‘ p 8752 '

i,j=1,23. (12)

V této rovnici vystupuji na pravé strané slozky posunuti, na levé strané slozky napéti.
S pomoci Hookova zdkona muzeme tuto rovnici upravit tak, ze v ni budou vystupovat
bud jen slozky posunuti nebo pouze slozky napéti. Pro nase tcely bude vhodny prvni
zpusob, tj. vyjadiime 7;; pomoci rovnice (9) jako linearni funkce derivaci posunuti ;. Tak
dostavame pohybové rovnice ve tvaru

0 ou 0%, .
%(C'ijla_w’;)_’_ﬂzpﬁv Zajvkal:17273 (13)
J

SNapft. http://www.google.com/search?q=+d’Alembert+principle,
http://en.wikipedia.org/wiki/D’Alembert’s_principle
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Vezmeme také v ivahu vnéjsi tfeni. V této praci pro jednoduchost predpokladejme,
Ze tieni je zavislé pouze na rychlosti a ptisobi proti sméru pohybu:

8ui

FR — _p, !
ot

: 1=1,2,3, (14)
kde R; jsou slozky koeficientu t¥eni.

Silu F® opét piipoéteme k objemové sile v rovnici (13) a po tpravé dostavame
elastodynamické rovnice ve tvaru, ze kterého budeme vychéazet pii numerickém feSeni
v nasledujici casti prace:

0 Ouy, 0%u; ou;
— (Cim=—L)+F=p=—_L+R —, 1,7,k 1 =1,2,3. 15
Ox; ( K 890;) TP o © ot J (15)

Pro neohranicené prostredi jsou FeSenim této rovnice obecné 3 typy objemovych vin
Sificich se 3 obecné riznymi rychlostmi [13]. Témto vindm piislusi rizné sméry polarizace,
které jsou navzajem ortogonalni. Necht k je smér §ifeni faze a UD | j = 1,2, 3 vektory
polarizace jednotlivych méda. Pak mohou nastat 2 situace:

1. Pokud mé jeden z vektortt U smér shodny s k, pak se tento méd nazyvéa podélny
a zpravidla se oznac¢uje L (longitudinal). Zbyvajici 2 mdédy, jejichz polarizace lezi
v roviné kolmé na k, se nazyvaji pricnymi a oznacuji se T; (transverse). V nékterych
specialnich ptfipadech, naptiklad v izotropnim prostiedi, postupuji oba pricné médy
spolecné a vznika tak obecné elipticky polarizovana vlna, ktera se oznacuje 7T

2. Pokud 7adny z vektortt U nesplituje piedchozi podminku, vybere se méd, jehoz
vektor polarizace U9 svira s k nejmensi tihel (zfejmé mensi nez 7 /4). Tento méd
se pak nazyva kvazipodélnym qL a zbyvajici mody kvazipricnymi qT .

Zpusoby znaceni médi nejsou ale jednotné, pouziva se napt. oznaceni S (shear) misto T

Realné prostiedi je ovSem prostorové omezené a na chovani vin maji vyznamny vliv
okrajové podminky. Proto kromé popsanych objemouvych vin existuje i cela fada vin po-
vrchovych, mezi které patii viny Rayleighovi, Loveho a Lambovi. Tato problematika je
podrobnéji vysvétlena napt. v [11,12,13].

2 Metoda LISA

Megjme elastodynamickou vlnovou rovnici ve tvaru (15). Analytické feSeni této soustavy
rovnic je mozné pouze pro jisté specifické a relativné vzacné ulohy. V piipadé zcela obec-
ného nehomogenniho prostiedi a pfi obecnych okrajovych podminkach analytické feSeni
zpravidla neexistuje a vlnovou rovnici je proto nutné fesit numericky s pouzitim pocitace.
K tomu je nejprve tieba soustavu feSenych rovnic diskretizovat, poté urcit numerické
vlastnosti (napf. stabilitu) a nakonec napsat samotny numericky kéd. K numerickému
feSeni je mozné pouzit napt. metodu kone¢nych prvkia (MKP, FEM) " ¢ nékterou z jejich
variant a nebo nékterou variantu metody kone¢nych diferenci (MKD, FDM) .

V této praci se budeme vénovat jedné varianté metody konec¢nych diferenci, kterou
nazyvame LISA/SIM — Local Interaction Simulation Approach / Sharp Interface Model.
Tuto metodu navrhl zfejmé jako prvni P. P. Delsanto [6,7] a v nasem piipadé se jedna
o0 jisté zobecnéni, které spociva v zapocteni vnéjsich sil a atlumovych ¢lent.

5Vice napt. http://www.google.com/search?q=finite+elements+method.
"Napf. http://www.google.com /search?q=finite+difference+method.
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Odvozeni piislusnych diferen¢nich schémat standardnim zptsobem (viceméné na pa-
pife) by bylo v nasem pfipadé ponékud zdlouhavé a zna¢né nachylné k lidskym chybam.
Proto jsme vyuzili systém pocitacové algebry Reduce [14], s jehoz pomoci bylo mozné
odvozeni provést velmi efektivné a viceméné automaticky. Tento pristup méa celou fadu
vyhod. Napriklad lze snadno vygenerovat pro soustavu rovnic nékolik verzi diferenc¢nich
schémat a poté miizeme navzajem porovnat vysledky ziskané pouzitim téchto rtznych
kédi. A nebo je napf. mozné diferen¢ni schéma rychle aktualizovat v pripadé, ze pridame
nebo zménime nékteré ¢leny u fesené soustavy diferencidlnich rovnic. Takto odvozena
diferen¢ni schémata poté implementujeme v ramci pomérné obecnych pocitacovych pro-
gramd.

Podrobnéjsi postup odvozeni nalezneme opét v [1], kde je princip metody LISA /SIM
nejdfive ndzorné vysvétlen pro jednu prostorovou dimenzi (1D) a homogenni i heterogenni
prostiedi s idedlnim i neidedlnim kontaktem na rozhrani mezi materialy. Neidealni kontakt
na rozhrani [9] je reprezentovan tenzorem kvality kontaktu a s jeho pomoci je mozné
charakterizovat nejen rtzné typy vad v modelovaném vzorku (napi. trhliny), ale také
nelinearni efekty a hysterezni vlastnosti materialu.

2.1 LISA/SIM ve 2D

Uvazujme nyni kosoc¢tvere¢nou (rombickou) krystalickou soustavu, kterd mé vSechny tfi
krystalové osy navzajem kolmé. V tomto pfipadé se také mluvi o ortotropnim materialu.
Je mozné ukazat [11], Ze kosoCtveretnd soustava ma 9 nezavislych elastickych koeficientt
a tenzor elastickych koeficienti ma v maticové reprezentaci nasledujici strukturu:

Ciiin Chze Cuss 0

Co1r Caze Cozzz 0

Cs311 Czze Cszzz 0
0 0 0 C9323 0
0 0 0 0 Cizis 0
0 0 0 0 0 Cia12

0
0
0

o O O O

(16)

Pfi uvazeni symetrie (transla¢ni invariance) vzhledem k ose z3 je mozné soustavu
rovnic (15) pfevést pro kosoétverecnou soustavu na systém rovnic:

) Oy, %y, duy,

8.73[ <Ck’lmn axn) + k 1Y 8t2 + Rk at ) y 6, T, ) 4y ( 7)
0 Ous 0*ug Ous
oz, <Csz3l 8xl) tr3=p o2 + Rs ot l=1, (18)

Z rovnice (18) je zfejmé, ze Sifeni ve sméru osy 3 je mozné fesit nezavisle, a proto se
nyni soustfedime na FeSeni soustavy rovnic (17). Po dosazeni (16) do rovnice (17) mizeme
tyto rovnice upravit na tvar

8 8uk 8uh 8 8uk 8uh 82uk 6uk
Fy=p—pr - 1
Oxy, (Ukaxk +)\81’h) * Oxy, {u <(9J:h * axk>} The=p ot? i ot '’ (19)

kde k=1,2, h=3-k=2,1, 0 = Cir, A= Chrizz, = Cia12 = Ci313 = Casa3.
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2.1.1 Diskretizace

Diferen¢ni schémata pro rovnice (19) odvodime za nésledujicich pfedpokladi:
e VInova rovnice je diskretizovana na pravouhlé siti s délkami hran Ax, Ay.
Posunuti U = ( Zzlg ) jsou diskretizovana v bodech (i, 7).
2
Materialové parametry predpokladdme konstantni uvniti kazdé buiiky se stiedem
v bodé (i +1/2,5 + 1/2).
Hodnoty materiadlovych matic mohou byt nespojité se skoky podél hranic bunék.

Ve vzdalenosti § < Az ~ Ay od bodu sité (7, ) jsou umistény body (i + 9, j £ 9),
s jejichz pomoci aproximujeme derivace posunuti.

V pripadé idealniho kontaktniho rozhrani pro zavedeni spojitosti napéti na rozhrani
definujeme body (i £,j t€) a (i+e,j+0), pficemz e € 6 < Az ~ Ay.

Na zakladé téchto predpokladi je mozné ziskat diferencni schémata ve tvaru:

1 1
Ui,j,n—i—l _ _Uz',j,n—l + Z Z Riﬂ Ui—i-k,j-i—l,n’ (20)

k=—1l=-1

kde n oznacuje Casovy index a koeficienty RZ jsou funkci materidlovych parametri a
silového pole F'. Koeficienty R;]l jsou v case konstantni s vyjimkou Ré{), které mohou
zaviset na casové proménné sile F'.

Jak jiz bylo zminéno, celé odvozeni téchto diferencnich schémat bylo realizovano s po-
moci systému pocitacové algebry Reduce.

Pro neidealni kontaktni rozhrani ve 2D postupujeme obdobné jako pro idealni kontakt.
Pouze kazdou bunku vypocetni sité rozdélime jesté do 4 mensich bunek a ve vysledku

v/

jak na opera¢ni pamét, tak i na vypocetni ¢as. Podrobnosti jsou uvedeny v [1].

2.1.2 Diferen¢ni schémata pro hrani¢ni uzly vypocetni sité

Diferen¢ni schémata pro volné okrajové podminky (7;; = 0) a absorpéni (radia¢ni) okra-
jové podminky odvodime analogickym zptisobem jako schémata pro vnitini uzly vypocetni
sité. V tomto pripadé dostaneme 8 rtznych diferenc¢nich schémat pro 4 hrany a 4 rohy.
Absorpéni okrajové podminky predstavuji slozitéjsi tlohu, pro kterou jsou k dispozici
pouze priblizné aproximace pro vyjadfeni téchto okrajovych podminek. Nékolik pristupt
jsme vyzkouseli a podrobnéjsi informace je uvedena v ¢asti 3.1 a v [1].

Pro volné okrajové podminky se ale vedle klasického odvozeni diferencnich schémat
pro hranic¢ni uzly nabizi jesté jedna moznost: Volné okrajové podminky mohou byt ziskany
také z diferenéniho schématu pro vnitini bod sité (20), pokud jsou materidlové konstanty
polozeny rovny nule vné vlastni vypocetni oblasti. Tuto skutec¢nost je opét mozné snadno
overit prostiedky pocitacové algebry.

Je zfejmé, Ze tento pristup ma fadu vyhod. Pfedevsim neni nutné odvozovat diferenc¢ni
schémata pro jednotlivé hranice a rohy vypocetni sité, pricemz tato schémata maji navic
obecné nizsi fad presnosti nez schéma pro vnitini uzly. A také z podminky stability obvykle
vyplyva nutnost pouziti kratsiho casového kroku pro diferen¢ni schémata na hranicich
vypocetni oblasti.
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2.1.3 Generace kédu pro diferenc¢ni schéma

Po odvozeni diferen¢nich schémat za pouziti systému pocitacové algebry mizeme Reduce
pouzit také ke generovani vlastnich numerickych programi, ve kterych budou tato sché-
mata implementovana. Jako ptiklad si mizeme opét vzit diferencni schéma (20), jehoz
odvozeni bylo provedeno v maticové-vektorovém zapisu. Pro jeho pocitacovou implemen-
taci toto schéma rozepiseme do skalarniho tvaru

1 1
ui,j,n+1 _ _ui,j,n—l + Z Z (Citj;iclui+k,j+l,n_|_Cij7;tklvi+k,j+l,n)’ (21)
k=—11=-1
1 1
piamtl o ign—l + Z Z (C%luwk,ﬁl,n_i_cﬁ)klvﬁk,jﬂ,n)’ (22)
k=—11=-1
ijkl

p = u,v; ¢ = u,v jsou funkcemi materidlovych parametri u, v, A,
o1, 09, R; a F;. Tyto koeficienty jsou s vyjimkou ¢7% nezavislé na éase a je proto mozné
je spocitat pouze jednou na zacatku celého vypoctu. Numericky kéd pro vypocet c%kl je
pochopitelné také automaticky generovan.

Spolu s kédem, ktery implementuje diferen¢ni schémata (20) s pfedem pocitanymi ko-
eficienty, je rovnéZ automaticky generovan kéd pro okrajové podminky volné i absorpéni .
Zdrojovy kéd numerického jadra méa v tomto konkrétnim ptipadé v jazyce C ptiblizné 1300
radek a jeho velikost je asi 60 kB.

Druhou moZnosti je pocitat koeficienty ¢/* v kazdém ¢asovém kroku. To je mozné
vyuzit napt. tehdy, pokud pocitame relativné velké tlohy a nemame dostatek operacni
paméti. Program vyzaduje v tomto pripadé asi tietinovou velikost operacni paméti oproti
varianté s pfedem napocitanymi koeficienty. Ovsem doba vypoctu také zhruba 3x vzroste.

Pti implementaci neidealniho kontaktniho rozhrani byly rovnéz realizovany dveé verze
kédu: jedna s pfedem napocitanymi koeficienty a druha, ktera pocita koeficienty az béhem
samotného vypoctu.

kde koeficienty ¢

pq

2.2 LISA/SIM ve 3D

Analogicky 2D tloze muZeme Fesit elastodynamické vinové rovnice (15) v trojrozmérném
ptipadé pro soufadnice (x1, T2, x3) a posunuti u = (ug, us, us):

0 Oy, aQUk Ouy,
(o) e G ony

8:1;1

k. lbm,n=1223. (23)

Soustavu rovnic (23) budeme opét diskretizovat na pravothlé siti a budeme predpo-
kladat konstantni materidlové parametry uvnitt kazdé vypocetni buinky. Odvozeni dife-
rencnich schémat jsme realizovali pro zcela obecny ptipad tenzoru elastickych konstant
s 21 nezavislymi koeficienty (viz ¢ast 1.3). V tomto piipadé je ovSem ziskany numericky
kéd pomérné znacné pamétove a asové narocny. Casto se spokojime s jednodussimi typy
krystalovych soustav, a proto jsme odvodili a implementovali diferen¢ni schéma také pro
ortotropni materialy, pro které ma tenzor elastickych koeficientii pouze 9 nezavislych pa-

vz

rametri, viz (16). Pamétové i ¢asové naroky jsou v tomto piipadé podstatné priznivéjsi.

8Jak jiz bylo uvedeno, pro absorpéni okrajové podminky podminky je pouzito nékolik riznfch algo-
ritmd.
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2.2.1 Diskretizace

Diskretizace ve 3D pripadé je velmi podobna 2D tloze. Pouze v tomto pripadé jiz neni
mozné provést odvozeni ve vektorovém tvaru, ale po slozkach. Na zavér celého odvozeni
(podrobnosti viz [1]) lze dospét k diferenénim schématim pro posunuti u,, ve tvaru

3 1
. o _ i ikab +ajtbkc),
u(z,],k),nJrl _ —U%’J’k)’n 1 + E : § : likabe ul(z-l—a j+bk+c),n . om= 1’ 2, 3 : (24)

m Im
=1 a,b,c=—1

kde (i, 7, k) oznacuje uzly vypocetni sité a n reprezentuje ¢as. Celé odvozeni diferen¢nich
schémat bylo opét realizovano za pomoci systému pocitacové algebry. A ve specidlnim
ptipadé (pro ortotropni materil, bez tlumicich ¢lent, vnéjsich sil, stejné velikost prosto-
rového kroku ve vSech dimenzich...) souhlasi s vysledky uvedenymi v [8].

2.2.2 Generace kodu pro diferenéni schéma

Pro diferen¢ni schémata (24) je mozné opét vygenerovat numericky kéd napt. v jazyce C.
K vlastni implementaci plati podobné poznidmky jako v piipadé 2D. Uvedme zde
alespon nékteré:

% ve vaztazich (24) je nulovych, nap¥. viechny, pro které plati

e Rada koeficientti c;f:
a#=0Ab#£0Ac#D0.

e Tyto koeficienty mohou byt ulozeny pro kazdy uzel (i, j, k) vypocetni miize.

e Koeficienty ¢/*** jsou podobné jako ve 2D ai na nékolik vyjimek nezavislé na ase a
je proto mozné je spocitat pouze jednou na zacatku samotného vypoctu. Prislusné
numerické programy pro vypocet cﬁfabc jsou opét automaticky generovany stejné
jako funkce implementujici diskretizac¢ni schéma pro jeden casovy krok.

Podobné jako v pripadé 2D jsme z divodu uspory operacni paméti implementovali
nékolik verzi kodu s ohledem na to, jaké mame pravé pro dany vypocet priority. To
P v s - N : ijkabc ~ 1z v .
znamena, Ze jednou z moznosti je pocitat koeficienty ¢, v kazdém casovém kroku,

¢imz ziskdme vyraznou tsporu operacni pameéti za cenu delsiho vypoctu.

3 Implementace metody LISA

3.1 Okrajové podminky

Ve 2D i 3D verzich nasich numerickych programii urcenych ke studiu siteni elastickych vin
je v soucasné dobé implementovano nékolik typt okrajovych podminek (o.p.), napfiklad:
1. Reseni na hranici je uréeno predem danou hodnotou ¢i funkei (Dirichletova o.p.).
2. Volné okrajové podminky (Neumannova okrajova podminka).
3. Absorpé¢ni (radia¢ni) okrajové podminky.

Samostatnou kapitolou je implementace absorpc¢nich okrajovych podminek. Zdroj in-
formaci k tomuto tématu je pochopitelné velmi bohaty”, vice informaci je opét mozné
nalézt v habilita¢ni praci [1].

Absorpéni okrajové podminky je mozné presné (zcela bez odrazii na hranici) realizovat
pouze za jistych specialnich podminek, napt. pfi vypoctu na kruhové oblasti [15]. Jednim

9Napt. http://www.google.com /search?q=nonreflecting+boundary+conditions,
http://www.google.com/search?q=absorbing+boundary-+conditions.
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http://www.google.com/search?q=nonreflecting+boundary+conditions
http://www.google.com/search?q=absorbing+boundary+conditions

Animace ve formatu MPEG, 524 kB Animace ve formatu MPEG, 2.18 MB

Obrazek 1: Ilustrace volnych okrajovych podminek.

Animace ve formatu MPEG, 202 kB Animace ve formatu MPEG, 1.48 MB Animace ve formatu MPEG, 333 kB

Obrazek 2: Ilustrace absorpénich (radiac¢nich) okrajovych podminek.

z typickych postupi je tzv. paraxiadlni aproximace, u které koeficient odrazu 7;(6) se da

vyjadfit ve tvaru [16]
1—cosf\"
)~ | —— 2
nO)~ (17) (25)

kde n je stupen aproximace a # je tthel dopadu vlny méfeny od normaly hranice oblasti.
7 tohoto vztahu je patrné, Ze paraxialni aproximace poskytuje uspokojivé vysledky pouze
za jistych podminek. Navic se ukazala fada problémi se stabilitou vypoctu pfi implemen-
taci téchto okrajovych podminek.

Zkusili jsme celou fadu metod na vypocet absorpcnich okrajovych podminek. K nasi
plné spokojenosti zejména s ohledem na stabilitu feseni ale zatim slouzi pouze jediné, ktera
je superpozici nékolika feseni s jistou kombinaci okrajovych podminek podle Dirichleta a
Neumanna [17].

Ukéazka vypoctu s volnymi a absorpénimi okrajovymi podminkami je na obrazcich
1 a 2. Nazorngjsi neZ statické obrazky jsou animace p¥islusnych vypoctt ', které zobrazuji
casovy vyvoj Teseni. Na obr. 1 a 2 je signal reprezentujici explozi uprostied vypocetni
oblasti $ifici se v homogennim prostiedi. Zobrazen je modul posunuti y/u? + u2. Podle
typu okrajovych podminek je zfejmy odraz ¢i absorpce na hranicich vypocetni oblasti.
Odkaz na soubory ve formatu MPEG je na obr. 1 pro volné okrajové podminky a na obr. 2
pro absorpé¢ni okrajové podminky. Bilé Sipky reprezentuji rychlostni pole. Snimek zcela
vpravo na obr. 2 odkazuje na casovy vyvoj pouze podélné slozky posunuti. Na této animaci
je napt. pekné demonstrovan vliv volby barevné mapy na nazornost zobrazeni. Mapa barev
je zde zvolena s vyraznymi prechody mezi jednotlivymi barevnymi slozkami. PTi pouziti
této barevné mapy by byly napf. velmi dobie patrné odrazy signalu na hranicich pri
nevhodné implementaci okrajovych podminek.

10A jesté vhodnéjsi je pracovat piimo s netCDF soubory, viz ¢ast 3.2.
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3.2 Ulozeni napocitanych dat — format NetCDF

Pti archivaci napocitanych dat v pripadé 2D a 3D vypocti je vhodné postupovat pomérné
uvazlive. Jako priklad si vezméme 2D vypocet na relativné malé siti 1000 x 1000 bodt.
Pro ulozeni 1 proménné v jednoduché presnosti v binarnim tvaru je tifeba 4 MB paméti.
P1i ulozeni 1000 ¢asovych snimki je jiz potfeba 4 GB pouze pro 1 proménnou. Promén-
nych, které nas zajimaji, je obvykle vice, napt. jednotlivé slozky posunuti u; , rychlosti v; ,
slozky tenzoru napéti 7;;, kinetickd energie. .. Proto neni mozné ukladat vysledky vSech
proménnych pro kazdy casovy krok na celé vypocetni oblasti. Volime si zpravidla jen
nékteré veli¢iny a i u nich hodnoty zaznamename pouze pro jisté vybrané casy. Mohou
existovat také urcité casti vypocetni sité, ve kterych si prejeme podrobnéjsi zaznam vy-
sledkd. Napf. pokud porovnavame vysledky vypocti s mérenimi, jisté uvitdme moznost
zvolit si mensi oblast, na které muze byt zdznam podrobnéjsi, napi. pro kazdy casovy
krok vypoctu. Jindy miize byt naopak vhodné napi. redukovat pocet prostorovych bodi
v oblasti zdznamu. VSechny tyto rtzné typy vysledki je idedlni mit v jediném souboru
a to pripadné i véetné vstupnich parametri. S ohledem na pamétové naroky by soubor
mél byt binarni a pokud mozno prenositelny mezi riznymi pocitacovymi platformami,
coz neni ani u datovych formatt zcela samoziejmé.

Proto pfed nami stala otazka vybéru vhodného datového formatu, ktery by spliioval
nase pozadavky. Prehled a charakteristiky védeckych datovych formatd je mozné nalézt
napf. na adrese [19] ''. Pro naSe tcely jsme nakonec volili mezi formaty HDF [20] a netCDF
(Network Common Data Form) [21]. Volba padla na format netCDF. Vice podrobnosti
o tomto datovém formatu je mozné nalézt napt. v [1].

Se soubory ve formatu netCDF mizeme efektivné pracovat v celé fadé programd.
K rychlému a pohodlnému prohlizeni netCDF soubort je k dispozici nékolik néstroju.
Vhodny je napf. program ncBrowse [24]. Jako velmi doporucenihodny se ale ukazuje
zejména program Neview [25]. Ukazka programu Neview je na obr. 3. Vlevo je panel

1A zajisté na http://www.google.com /search?q=scientific+data-+format.

| A Neview 1.92

Neview 1.92¢ David W. Pierce 13 Aug 2003

¥ o_points_ts)={3}
£ilh [ v points 133 = {4

variable=ek
frame 8/33

displayed range: 0 to 0.014286 kilogram meter®2 second™-2
Current: (i=112, j=81) 0.00405051 (x=112, y=81)

Quit =»1 “ d n » W Edit ? Delay: I [opts

0,000, 803,045,006 0030, 0100 01308140,

helixi  InvP  InvC MagXd4 Low Axes Range Repl Print
| % 12-it_bdoL.nc
Var: p_tri p_trj p_tr_xi p_tr_yi
p_tr_x 'ty Lx Ly ‘
Ft F_ft F x Fy ‘
1idx vl |
vt lambda
sigmal sigma2 v
“ fro fro ‘
uro v Io for 1
fyri o ps vl

ek r 1 ! i ek s ‘

|
Dim: Name: Current: Max: Unit

Scan: time 1.111458-05 5.08094e-05 sec(i
|

Y: ny N 120

X nx . 120

Obrazek 3: Ukézka aplika¢niho rozhrani programu Ncview.

15


http://www.google.com/search?q=scientific+data+format

1/2

(Energie)!/

Energie (Energie)

Animace ve formatu MPEG, 1.058 MB Animace ve formatu MPEG, 917 kB Animace ve formatu MPEG, 992 kB

Animace ve formatu MPEG, 150 kB Animace ve formatu MPEG, 582 kB Animace ve formatu MPEG, 321 kB

Obréazek 4: Casovy vyvoj sifeni energie v Brazilském sendvicovém disku.

s ovladacimi prvky a seznamem proménnych. Dole uprostied je snimek signalu, ktery se
Siti prostfedim. Vpravo od tohoto zaznamu jsou 2 detailni pohledy na vybrané oblasti
v okoli zdroje signalu a v okoli trhliny. Zcela vpravo jsou podrobné zaznamy z detektori
umisténych po okraji viypocetni oblasti. Priibéh nékolika takovych signali je pak zobrazen
na obrazku vpravo nahore.

Jako mald ukéazka je na obr. 4 odkaz na 6 animaci dokumentujicich modelovani Si-
feni signdlu podél trhliny pro Brazilsky sendvicovy disk [18]. Na horni fadé snimku je
naptiklad velmi dobfe patrna pomalu se sifici povrchova Rayleighova vina. Animace maji
také dokumentovat nutnost vhodné volby métitka a reprezentace hodnot barvami pro
zdliraznéni efektti, které nas zajinmaji.

V programu Matlab [22] je pomérné snadné sestavit grafické uzivatelské prostiedi pro
praci s daty. Realizoval jsem napt. funkci sliceit, kterd umoznuje interaktivni zobrazeni
funkce f(z,y,z,t). Vlastni aplikace poskytuje pouze minimum ovladacich prvki, které
jsou urcité zcela postacujici k rychlé praci s daty. Je mozné se snadno pohybovat po
¢asové ose a ménit polohu fezti v prostorovych rovinach. Dale jiz je v grafické podobé ob-
sazeno pouze nekolik zakladnich funkci pro zménu parametrii zobrazeni typu shading ¢i
caxis, protoze zfejmé nema prilis smysl implementovat vlastnosti, které jsou v Matlabu
snadno dostupné standardnimi prostfedky. Proto vyuziti veskerych dalSich velmi boha-
tych moznosti Matlabu je k dispozici snadno z ptikazové fadky a také pomoci grafického
uzivatelského rozhrani Matlabu, jak je také ukazano alespon na jednom obrazku 5.

Nejen pro 3D tulohy se jako efektivni format zobrazeni dat jevi VRML Virtual Rea-
lity Modeling Language [5]. VRML model je mozné vytvofit napt. v Matlabu pomérné
lehce funkei vrml. Vhodny prohlize¢ pro VRML modely nalezneme napt. na adrese [5].
Podrobnéjsi diskuse k tomuto formatu je v [1].
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Obrazek 5: Ukazka pouziti funkce sliceit v prostiedi Matlab.

3.3 Vstupni data pro soubor programu LISA

Implementace metod LISA /SIM ve 2D a 3D v ramci pocitacovych program je realizovéana
pomérné obecnym zptisobem.

Vstupni soubor je prozatim pouze relativné jednoduchy textovy, presto se slusnymi
moznostmi definice vstupnich parametri.

Pokud jde napf. o tvar geometrickych oblasti s definici materidlovych parametri, jako
typické priklady standardné preddefinovanych prvki ve 2D mizeme uvést: obdélnik, kruz-
nice, kruhova vyseé, elipsa, polygon (n-thelnik) a kazdy z nich s libovolnym thlem nato-
¢eni. Pro 3D jsou k dispozici: kvadr, koule, kulova vysec, elipsoid, vélec.

Externimi nastroji mohou byt ale sestaveny napft. zcela libovolné konfigurace materia-
lovych parametrii, které jsou ulozeny ve vstupnim netCDF souboru. Takto je mozné vzit
napi. fotografii povrchu materidlu a na zakladé barevnych odstinti prifadit jednotlivym
slozkam elastické koeficienty.

Kazdému nemusi tento typ vstupniho souboru vyhovovat. Jeden z prvnich pokusi
grafické nadstavby napsané v Pythonu [23] je uveden v [26]. Vstupni soubor je mozné
generovat také programy typu Matlab, Octave, Scilab, Perl a bash ... To je vyhodné napt.
tehdy, pokud si pfejeme takovy vstupni signél, ktery neni v programech LISA standardné
definovén, napf. [ sin(z)/zdx.

Jako vstupni parametry mohou vystupovat slozky posunuti u; i vnéjsi sily f;. Téchto
signalti muze byt pri respektovani velikosti operac¢ni paméti témér libovolny pocet, mohou
se nachazet kdekoliv v rdmci vypocetni sité a mohou mit libovolnou orientaci. Jako casovy
a prostorovy profil signalu je mozné zvolit bud nékterou z preddefinovanych funkci, napi.
Gauss, sinus, polygon, funkce chyb, Rickerova funkce..., pficemz signal mtze byt jesté
modulovan dalsi funkci. Také je mozné vygenerovat vstupni signal externimi nastroji a
nebo pouzit jako zdroj signalu napt. vysledky méreni z realného experimentu.
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4 TIlustracni vysledky

Obrazky zde uvedené jsou vesmés pouze ilustracni a byly ziskany numerickym feSenim
elastodynamické vlnové rovnice ve 2D a 3D zpravidla pro velmi jednoduché konfigurace
materialovych parametri.

Pokud neni uvedeno jinak, jsou cas a amplituda v grafech vyjadieny v libovolnych
jednotkach.

Papir je ovsem ponékud statické médium a k prezentaci vysledkt méame dnes jiz k dis-
pozici atraktivnéjsi moznosti. Tim mame na mysli napt. animace ¢i video sekvence. Proto
se v této Casti nachazi priklady s odkazy na MPEG soubory. O tom, jak takovou ani-
maci vytvorit, je rovnéz struéné pojednano v [1], kde je také diskutovana volba vhodného
prohlizece.

Jesté vhodnéjsi je ovsem pracovat primo s napoctenymi daty, které jsou ulozeny v sou-
boru s vhodnym datovym formatem, napt. netCDF [21]. Data pak miZzeme pohodlné
analyzovat s pomoci nékterého z prohlizeci, které jsou uvedeny v ¢asti 3.2 nebo zpraco-
vat s pomoci programt, skripti ¢i funkci napsanych napt. pro systémy typu Matlab ¢i
Python.

Vzhledem k vyhrazenému prostoru jsou v této casti uvedeny s aktivnimi hypertexto-
vymi odkazy pouze 4 ukazky z celé fady filmovych sekvenci ve formatu MPEG a soubori
ve formatu VRML, které mame k dispozici, dalsi jsou na adrese [1]. Je zde uveden pouze
strucny popis souboru a ilustracni snimek z piislusné video-sekvence ¢i VRML souboru.

Obrazek 6: Rozptyl viny s Gaussovym profilem na trh-
liné ve skle. Superponované vektorové pole reprezentuje
podélnou slozku rychlosti.

(Animace ve formatu MPEG, 584 kB)

Obrazek 7: Rozptyl gaussovského pulsu modulovaného
sinem na kruhové hlinikové vlozce v plexisklu.

(Animace ve formatu MPEG, 711 kB)

Obrazek 8: Rovinnd vlna dopadajici na akustickou
¢ocku. Zobrazena je kineticka energie.

(Animace ve formatu MPEG, 230 kB)
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Cas = 200 Cas = 300

Cas = 250 Cas = 350

Cas = 275 Cas = 375

Obrazek 9: Odraz podélné viny s Gaussovym profilem na rozhrani plexisklo—hlinik pfi
absorpc¢nich okrajovych podminkach. Zobrazena je podélna slozka posunuti.
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Obrazek 10: Rozptyl gaussovského pulsu na kulové hli-
nikové vlozce v plexisklu pii volnych okrajovych pod-
minkach. VRML model reprezentuje podélnou slozku
posunuti v ¢ase T' = 170.

(Soubor ve formatu VRML, 1.1 MB)

5 Zavér

V této préaci jsme se vénovali vyvoji a implementaci modelu LISA, ktery slouzi ke studiu
siteni elastickych vIin v libovolném nehomogennim prostredi. I z toho, co zde bylo vlastné
jen naznaceno, je snad zfejmé, ze zde uvedena kolekce programi LISA v sobé stale skryva
velké moznosti a miize byt s Uspéchem vyuzita pii studiu Siteni akustickych vin, pri
diagnostice materiali a v defektoskopii. Moznosti programt zde byly predvedeny pouze
s pomoci nékolika jednoduchych modelovych tloh. Jsem presvédcen, ze k dikladnéjsimu
pochopeni potenciadlu uvedeného pristupu nestaci studium statického textu, a proto je
pro prvni sezndmeni na adrese [1] k dispozici hypertextovd verze habilita¢ni prace ve
formatech PDF a HTML s odkazy na nékolik video-soubort vénovanych feseni nékterych
je ale pracovat pfimo s napoc¢tenymi daty ve formatu netCDF. Proto je na uvedené adrese
k dispozici také nékolik netCDF soubort s vysledku simulaci jednoduchych modelovych
uloh.
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