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Summary

The method of Schur complement, which is also called the method of substructures or
method of static condensation, is one of the domain decomposition methods. The domain
decomposition methods are used for solution of large engineering and scientific problems.
Discretization of complicated problems by a suitable numerical method (the finite element
method, the finite difference method, etc.) leads to large systems of algebraic equations
with many unknown variables.

Reduction of time of solution of large systems of algebraic equations can be achieved by
application of parallel computers. The parallel computers enable to solve large problems
described by many unknowns in comparison with single processor computers. However,
not all methods of solution of algebraic equations are suitable for parallelization.

The Schur complement method is based on a special form of the matrix which is ob-
tained by suitable ordering of unknowns in the system of equations. The inner unknowns
(unknowns defined at inner nodes of finite element mesh) are eliminated from the system.
After elimination of inner unknowns, new reduced system of equations with only bound-
ary unknowns is obtained. The reduced system of equations is solved usually by a suitable
iterative method and therefore the matrix of the reduced system cannot be assembled.
The reduced system can be solved also by a direct method in case of few subdomains (less
than 10).

Properties of the Schur complement method are described on academic as well as real
engineering problems.



Souhrn

Metoda Schurovych doplnku, nékdy téz oznacovand jako metoda subkonstrukci nebo
metoda statické kondenzace, je jednou z metod rozlozeni oblasti na podoblasti, které se
uzivaji zejména pro feSeni rozsdhlych inzenyrskych a védeckych uloh. Diskretizaci téchto
tloh vhodnou numerickou metodou (metodou kone¢nych prvkia, metodou siti, apod.)
vznika soustava algebraickych rovnic s velkym mnozstvim neznamych.

Reseni velkych soustav rovnic lze vyznamné zrychlit pouzitim paralelnich poéitaci.
Paralelni pocitace také umoznuji fesit vyrazné vétsi soustavy rovnic nez klasické jedno-
procesorové pocitace. Ne vSechny metody feSeni soustav algebraickych rovnic jsou vhodné
pro paralelizaci.

Metoda Schurovych dopliikii je zalozena na specidlnim tvaru matice soustavy, ktery
se ziskd vhodnym ¢islovanim nezndmych. Nezndmé uvniti podoblasti jsou eliminovény.
7 celé soustavy tak zbydou jen nezndmé na hranicich podoblasti, které vytvori reduko-
vanou soustavu. Ta se obvykle fesi itera¢ni metodou a proto nemusi byt ani sestavena.
V pripadé malého poc¢tu podoblasti Ize tesit redukovany problém piimou metodou.

Vlastnosti metody Schurovych dopliiku jsou pfedvedeny na dvou akademickych a jedné
realné tloze.



Klicova slova: metoda Schurovych doplikii, paralelni pocitace, metody doménové
dekompozice, soustavy algebraickych rovnic.

Keywords: Schur complement method, parallel computers, domain decomposition
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1 Uvod

Rozsahlé védecké a inzenyrské problémy lze v soucasné dobé feSit metodami rozlozeni
oblasti na podoblasti, v anglicky psané literatuie oznacované jako domain decomposi-
tion. Puvodni oblast je rozdélena na mensi podoblasti a mezi podoblastmi jsou zajistény
podminky spojitosti. Metody rozlozeni oblasti na podoblasti jsou populdrni mimo jiné
proto, ze je lze pouzivat na paralelnich pocitacich. Paralelni pocitace zrychluji vypocet
jednotlivych tdloh a umoznuji feSeni rozsahlejsich problémai.

Metod rozlozeni oblasti na podoblasti je cela fada, ale zde bude zminéna jen metoda
Schurovych doplinku. Metoda Schurovych doplinku se oznacuje také jako metoda subkon-
strukci nebo jako metoda statické kondenzace. Metoda Schurovych doplinku je podrobné
popsand v monografiich [2], [6] a [4].

2 Zakladni vztahy
Necht' je ddna soustava n linedrnich algebraickych rovnic
Kd=f, (1)
kde plati K € R™*" d € R™ a f € R". Matici K lze rozlozit na submatice
Kk ko) @
a necht’ je submatice K; regularni. Puvodni systém () m4 tedy tvar
(5 2)(2)-(1)
Ky Ko d, fa

Vzhledem k regularité submatice K1; je mozné z prvni rovnice soustavy (@) vyjadfit
vektor d; ve tvaru

d, = I{1_11 (fl - K12d2) . (4)
Jeho dosazenim do druhé rovnice soustavy (B) vychdzi
(Ko — KnKi'Kip)dy = f, — Ko K7 fy, (5)

kde se matice (K 990 — Kot K fllK 12) nazyva Schuruv doplnék submatice K; v matici K
a obvykle se oznacuje S. Jsou-li znadmy slozky vektoru ds, slozky vektoru d; se ziskaji ze

vztahu (H).
Zobecnéni pfedchozich vztahi vede na soustavu rovnic ve specidlnim tvaru
i ib i i
(KE o K\ (d\ (g
i ib i i
Ky e | an | | g
i ib i i
0 K || a s
= (6)
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Soustava rovnic () vznikne rozlozenim oblasti na m podoblasti a specidlnim o¢islovanim.
Neznamé uvniti oblasti jsou ¢islovany prvni, nezndmé na hranicich podoblasti jsou ¢islo-
véany na konec. V rovnicich (f) je pouzito toto oznaceni:

° dg-i], kde j € {1,2,...,m}, vektor nezndmych definovanych uvniti j-té podoblasti,
e d" vektor vsech hrani¢nich nezndmych,

° fg-i], kde j € {1,2,...,m}, vektor pravé strany na j-té podoblasti odpovidajici
vnitfnim nezndmym,

o f ' vektor pravé strany odpovidajici hrani¢cnim neznamym.

Horni index ¢ oznacuje velicinu nélezejici vnitiku podoblasti, horni index b oznacuje
velicinu nélezejici hranici podoblasti. Pocet neznamych v j-té maticové rovnici soustavy
@) je oznacen ng-z], pocet nezndmych v posledni rovnici je nltl. Poéet vech nezndmych je
n. Mezi poCty neznamych plati zrejmy vztah

n= n[b] + anz] (7)

Pokud jsou vSechny diagonalni bloky K [fi] az K Lff} regularni, 1ze z kazdého tadku

soustavy (B)) vyjadiit prislusny vektor dg-i] ve tvaru

J J

df = ( K[_ii]) - ( £ - Kl d[”]) . (8)

Dosazenim vyrazi (8) do posledni maticové rovnice (B) vychdzi nova soustava rovnic

[ &I 0 KW dl )
i ] i i
szil sz—1 dg-]_l fiza
i ib i — (2]
0 K, K7, dil, | = fin | )
K ] fh

\ K . & J\a ) \ )
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NSD | TNDOF || SKYLINE | CR BSD | CR ASD
2x2 | 115,680 || 17,554,559 || 275,283 | 2,289,440
3x3 | 259,920 || 20,952,723 || 275,283 | 2,917,088
4x4 | 461,760 | 20,952,723 || 275,283 | 2,917,088

Tabulka 1: Pamétové naroky.

Po vyjadieni vSech vektoru dg-z] a jejich dosazeni do posledni rovnice soustavy ()
vychazi redukovand soustava ve tvaru

m . R m . N1
(1= () o g S ()

7j=1 7j=1

(12)

kde d® € R je vektor nezndmych. Redukovanou soustavu rovnic () 1ze prepsat do
stru¢ného tvaru

Sdll = s . (13)

V redukované soustavé rovnic ([[3) je vyrazné méné nezndmych nez v puvodni soustavé
rovnic (). Reseni redukované soustavy rovnic lze provést dvéma zpusoby. Jednak lze Fesit
soustavu rovnic ([3)) pfimou metodou, napf. LDL? rozkladem pro symetrické matice
nebo LU rozkladem pro nesymetrické matice. Pfimé metody vyzaduji sestavenou matici
S na jednom z procesoru. To lze efektivné provést pro pocet podoblasti neptrekracujici
10. Druhy zpusob feSeni redukovaného problému je zaloZeno na itera¢nich metodach.
Vyhodou tohoto piistupu je moznost nasobit matici soustavy S s vektory paralelné. Proto
matice S nemusi byt sestavena. Pro vétsi mnozstvi podoblasti je to jedina efektivni cesta
reSeni redukovaného problému. Oba pristupy jsou shrnuty na obrazcich [ a

3 Resené piiklady

3.1 Priklad s rostoucim poc¢tem neznamych

Chovani metody Schurovych dopliku je pfedvedeno na tloze rovinné napjatosti teorie
pruznosti. Je zvolena zakladni podoblast, ktera je pokryta 120 x 120 kone¢nymi rovinnymi
prvky. Pocet podoblasti je roven 4, 9 a 16, coz odpovida déleni oblasti na 2x2, 3x3 a 4x4
podoblasti. Uloha je zobrazena na obrazku

Tabulka [M obsahuje informace o fesené uloze. Sloupec TNDOF obsahuje pocet vSech
neznamych. Sloupec SKYLINE udava pocet prvki matice, které je tieba ulozit v paméti
pocitace, pokud je matice ulozena v ukladani skyline (uklddaji se sloupce matice od di-
agondlniho prvku az k nejvzdalenéjsimu nenulovému mimodiagonalnimu prvku). Posledni
dva sloupce obsahuji pamétové naroky pro ukladani v kompresovanych iradcich, které se

Tabulka Pl obsahuje ¢asové naroky metody Schurovych dopliki. Sloupec FACT udava
dobu potiebnou k rozkladu matice podoblasti. Posledni tii sloupce udavaji doby feSeni
redukovaného problému klasickym rozkladem LDL” (matice je ulozena ve skyline), me-
todou sdruzenych gradientu (matice redukované soustavy neni vibec sestavena) a fidkym
piimym fesicem (matice soustavy je ulozena v kompresovanych fadcich).

Tabulka Bl obsahuje podobné udaje jako tabulka Pl Jen sloupec FACT obsahuje dobu
rozkladu matic podoblasti fidkym pfimym feSicem.
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Obrazek 1: Schéma paralelniho algoritmu metody Schurovych doplikii, redukovany

problém je feSen na master procesoru.
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Obréazek 2: Schéma paralelniho algoritmu metody Schurovych dopliki, redukovany

problém je feSen paralelné.
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Obréazek 3: Uloha s rostoucim poétem nezndmych.
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NSD || FACT || LDLT | CG | SD
2x2 155 1 2 |1
3x3 235 11 9 | 10
4x4 || 316 40 17 | 34

Tabulka 2: Casové néaroky.

NSD | FACT || LDLT | CG | SD
2x2 13 1 2 |1
3x3 21 12 9 |11
4x4 24 38 17 | 35

Tabulka 3: Casové naroky.
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NP | NSD NE rozmery
podoblasti
1x1|240 x 240 12 x 12
1x21240 x 120 12x 6
2x2 (120 x 120 6x6
2x3| 120 x 80 6 x4
2x4 ] 120 x 60 6x3
3x3| 80x80 4x4
12 | 3x4| 80x60 4x3
16 |4x4| 60x60 3x3
20 |4x5 | 60 x 48 3x24

O 00| O | DN —

Tabulka 4: Dekompozice siteé.

NSD NN NE | NDOF SKY | CR BSD CR ASD
1]58081 | 57600 | 115680 | 55929 356 | 1 093 196 | 11 601 044
2129161 | 28 800 | 58 080 | 28 078 800 047 436 | 5928 132
4114 641 | 14 400 | 29 040 | 17 554 559 272 996 | 2 289 440
6| 9801 | 9600 | 19440 | 10 928 283 183 803 | 1 738 832
8| 7381 | 7200 | 14762 | 7063263 138 063 | 1 246 252

9| 6561 | 6400 | 13122 | 5 242 239 122 723 | 1191 744
12| 4941 | 4800 9882 | 3923 463 92 183 855 848
16 | 3721 | 3600 7442 | 2646 363 69 243 619 184
20| 2989 | 2880 5978 | 1845735 95 479 489 128

Tabulka 5: Pamétové naroky.

7 dat uvedenych v tabulce[llje vidét zna¢na uspora paméti pii pouziti fidkého primého
reSice oproti klasickému uklddani skyline. Kromé toho z tabulek Pl a B je vidét i znacna
¢asova tispora. Reseni redukovaného problému metodou sdruzenych gradienti trva od 2
do 17 sekund. Vzhledem k rostoucimu poctu neznamych v celé tloze je narust ¢asovych
naroku pifiméteny. Tabulky [ a Bl ukazuji, ze feSeni redukovaného problému piimou
metodou je pro maly pocet podoblasti vyhodny.

3.2 Priklad zrychleni

Zrychleni metody Schurovych dopliiki je pfedvedeno na piikladu rovinné napjatosti teorie
pruznosti. Ctvercové oblast je pokryta siti 240 x 240 koneénych rovinnych prvki. V tomto
piipadeé je celkovy pocet nezndmych konstantni a s rostoucim poétem podoblasti se pocet
neznamych na jedné podoblasti zmensuje.

Tabulka B obsahuje idaje o pouzité dekompozici oblasti na podoblasti. VSechny tdaje
oznacuji poCty na jedné podoblasti. NN oznacuje pocet uzli, NE je pocet prvki, NDOF
oznacuje pocet neznamych, SKY je pocet prvku matice podoblasti ulozenych v uklddani
skyline, CR BSD a CR ASD jsou pocty prvku matice podoblasti ulozenych v kompreso-
vanych fadcich pred a po pruchodu pfimym fidkym fesicem.

Tabulka Bl obsahuje ¢asové naroky na vypocet. FACT oznacuje dobu potiebnou k
rozlozeni matice do tvaru LDL”, CP oznaéuje dobu potfebnou k feseni redukovaného
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ND | FACT | CP | TOT | FACT | CP | TOT
1 438 128

2 199 1] 200 29 1 30

4 168 1 169 13 2 15

6 104 41 108 9 4 13

8 26 4 60 8 4 12

9 48 ) 93 7 4 11
12 26 4 30 6 4 10
16 18 4 22 4 4 8
20 10 6 16 3 3 8

Tabulka 6: Casové naroky.

problému a TOT je celkovy cas feSeni. V prvni ¢asti jsou udaje o klasickém rozkladu s
maticemi ulozenymi ve skyline, zatimco v druhé ¢ésti tabulky jsou udaje o fidkém piimém

veve

3.3 Analyza reaktorové nadoby

Metoda Schurovych dopliki byla pouzita pii hydro-termo-mechanické analyze reaktorové
nadoby. Ukolem bylo simulovat 33 let vystavby, zkousek a provozu reaktorové nadoby z
predpjatého betonu. Tato kapitola pojednava jen o numerické strance vypoctu. Bilanc¢ni
rovnice, volba nezndmych, materialové vztahy a parametry modelu nejsou diskutovany a
lze je nalézt v pracich [3] a [5].

Sdruzend hydro-termo-mechanicka 1loha je po prostorové diskretizaci metodou konec-
nych prvki popsdna soustavou obycejnych diferencidlnich rovnic ve tvaru

Cu Cur Cuy Cup \ [ @
Cro Crr Crp Crp, T "
C;Dlu CplT Cp1p1 Cp1p2 Ij1
Cmu szT Cp2p1 szpz p2 )
Ku Ki Ky Ky, \ [ u fu
4 Kr, Krr Kr, Kryp, T _ fr (14)
Kpu Kpr Kpp Kpp, Dy fpl ’
Kpw Kpyr Kpyp Kpyp, ) \p2 ) I,

kde u je vektor uzlovych posunuti, T' je vektor uzlovych teplot, p; a p, jsou vektory
pérovych tlaki. K je matice tuhosti/vodivosti a C je matice kapacity. Soustavu rovnic
() 1ze piepsat do stru¢ného tvaru

C%JrKd:f, (15)

kde vektor d obsahuje vSechny ulové nezndmé a vektor f obsahuje vSechny piispévky
z pravé strany soustavy ([4l). Soustava rovnic (4] se v ¢ase diskretizuje ndsledujicim
zpusobem [T]]

d*D = d® 4 AEykte) (16)
oY) = (1 — a)v® 4 qwk+D) | (17)
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Dosazenim vyrazu ([8) a (I7) do rovnice ([H) vychézi
(C + AtWaK) v+ = FEH K (d(k) + At (1 — a)v(k)) : (18)

Soustava algebraickych rovnic ([8) se fesi pro kazdy c¢asovy krok. Obtiz spo¢ivd v tom,
7e matice soustavy se méni v kazdém casovém kroku, protoze hydro-termo-mechanicka
uloha je nelinearni.

Soustava algebraickych rovnic ([8) byla fesena metodou Schurovych dopliki. Resen{
na jednom procesoru trvalo 2 tydny, feSeni na 8 procesorech trvalo jen 1,5 dne. Soustava
rovnic ([I¥) byla fesena 12500-krét, coz bylo dano velikosti ¢asového kroku.

Na obrazku H je zobrazena dekompozice sité na 8 podoblasti. Reaktorova nadoba byla
feSena jeko osové symetricka uloha. Obréazek Bl zobrazuje deformace nadoby od vnitiniho
pretlaku. Obrazek [ obsahuje priubéh posunuti vybraného bodu nadoby v case vlivem
dotvarovani. Rozlozeni teploty v ¢ase 6000 dni je vidét na obrazku [1

4 Zaver

Metody doménové dekompozice umoznuji efektivni feseni rozsahlych a slozitych inzenyr-
skych a védeckych tloh. Jejich velkou vyhodou je snadnd implementace na paralelnich
pocitacich. Chovani metody Schurovych dopliku je alepon astecné vidét z prikladu

~ s

mnozstvi fesenych piikladi lze nalézt napf. v monografii [2].
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Obrazek 4: Dekompozice sité.
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[ Deformation (8.33001e+08): Displacsments of 0, siep 0|

Obrazek 5: Deformace nddoby od vnitiniho pfetlaku.

Displacement in vertical direction Mode 6187

Time [days]

Obrazek 6: Dotvarovani vybraného bodu nadoby.
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step 5.17253e+]
Contour Fill of Unknowns, Z-Unknowns

Obréazek 7: Rozlozeni teploty v ¢ase 6000 dni.
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strukci pomoci teorie fuzzy mnozin. ReSitel 2004.

e GA AV CR S3086102: Paralen{ algoritmy pro rozsihlé simulace na svazcich (klas-
trech) PC. Spolufesitel 2003-2005.

Vybrané publikace
Monografie

Kruis, J.: Domain Decomposition Methods for Distributed Computing. Saxe-Coburg
publications, Stirling, 2005. ISBN 1-874672-23-7.

Kruis, J.: Vyuziti paralelnich poc¢itacu pii feSeni velkych soustav rovnice. Diserta¢ni
prace, CVUT v Praze, 1999.

Clanky v mezinarodnim recenzovaném casopise:

J. Kruis, K. Matous, Z. Dostal: Solving laminated plates by domain decomposition.
Advances in Engineering Software 33 (2002), pp. 445-452.

O. Medek, J. Kruis, Z. Bittnar, P. Tvrdik: Static Load Balancing Applied to Schur
Complement Method. Computers & Structures. Pfijato k publikaci 14.10.2005.

Ostatni:

J. Kruis, Z. Bittnar: Experiences with Domain Decomposition Methods on Different Par-
allel Computers. In: WCCM V - Book of Abstracts, volume II. Wien: Vienna University
of Technology, 2002, vol. 2, p. 348. ISBN 3-9501554-2-2.

J. Kruis, Z. Bittnar: Domain Decomposition Methods on Heterogeneous Cluster. In:
Proc. of the Third International Conference on Engineering Computational Technology.
Stirling: Civil-Comp Press Ltd, 2002, p. 109-110. ISBN 0-948749-84-9.

J. Kruis, Z. Bittnar: DP-FETI on heterogeneous clusters. International Conference on
Computational & Experimental Engineering and Sciences, 2003, Corfu. In: Advances in
Computational and Experimental Engineering and Sciences [CD-ROM]. Forsyth : TeX
Science Press, 2003,

P. Stemberk, J. Kruis: Dynamic Structural Analysis of 2D Frame with Fuzzy Coefficients.
Proceedings of The Third international Conference on Advances in Structural Engineering
and Mechanics [CD-ROM] Yusong: Techno-Press, 2004, ISBN 89-89693-10-1.

O. Medek, P. Tvrdik, J. Kruis: Load and Memory Balanced Mesh Partitioning for a
Parallel Envelope Method. In Euro-Par 2004 Parallel Processing. Berlin: Springer, 2004,
s. 734-741. ISBN 3-540-22924-8.

J. Kruis, Z. Bittnar: The Application of Parallel Technologies for the Implicit Solution of
Large Linear Systems in Structural Mechanics. Contributions to Computational Mechan-
ics in Civil engineering, pp. 161-175, CTU Reports Vol. 3, No. 4/1999, Prague, 1999.
ISBN 80-01-02046-0.

J. Kruis, K. Matous$, Z. Bittnar: Analysis of Multilayered Shell Composite Structures.
CTU Reports: Contributions to Mechanics of Materials and Structures CTU Reports,
Special Issue, Volume 4, pp. 119-126, 2000. ISBN 80-01-02320-6.
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J. Kruis, Z. Bittnar: DP-FETI Method. Inzenyrska mechanika 2003, vol. 10, no. 6, s.
467-480. ISSN 1210-2717.

J. Kruis: DP-FETI in Structural Mechanics. In: CTU Reports 1/2003: Contributions to
Computational and Experimental Investigation of Engineering Materials and Structures.
Praha : Czech Technical University in Prague, 2003, p. 219-235. ISBN 80-01-02734-1.

P. Stemberk, J. Kruis: Fuzzy Dynamic Analysis of a 2D Frame. Acta Polytechnica, 2004,
vol. 4, no. 5-6, s. 117-121. ISSN 1210-2709.

Clenstvi v redakénich raddch (Editorial boards)

e Computational Structures Technology 2004 & Engineering Computational Technol-
ogy 2004 (Lisbon).
e The Eighth International Conference on Computational Structures Technology, Las

Palmas de Gran Canaria, Spain, 12-15 September 2006.

Recenze pro ¢asopisy

Computers and Structures (Elsevier Ltd)
e Advances in Engineering Software (Elsevier Ltd)

e Engineering Computations (Emerald Group Publishing Limited)

Nonlinear Analysis: Modelling and Control (The Journal of the Lithuanian Associ-
ation of Nonlinear Analysts - LANA)

Future Generation Computer Systems (Elsevier Ltd)
Spoluprace na vyzkumu

e Ustav geoniky AV CR, Ostrava

e VSB-TU Ostrava, Fakulta elektrotechniky a informatiky

University of Sheffield, Department of Civil and Structural Engineering

University of Padua, Faculty of Engineering, Dipartimento di Costruzioni e trasporti
(Department of Structural and Transportations Engineering)

University of Glasgow, Department of Civil Engineering

Ecole Centrale de Nantes, Institut de recherche en Genie Civil et Mecanique

Herriot-Watt University, Department of Mechanical & Chemical Engineering

Konference
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The sixth international conference on computational structures technology and
the third international conference on engineering computational technology. 4-6
September 2002, Prague, Czech Republic. Piedseda sekce Parallel and Distributed
Computing.

The ninth international conference on civil and structural engineering computing.
2-4 September 2003, Egmond-aan-Zee, The Netherlands. Ptedseda sekce Solution
Methods for Large Scale Problems.

Engineering Mechanics 2003. 12-15 May 2003, Svratka, Czech Republic Predseda
sekce Mechanics of Solids.

The seventh international conference on computational structures technology and
the fourth international conference on engineering computational technology. 7-9
September 2004, Lisbon, Portugal. Ptedseda sekce Parallel and Distributed Com-
putations.

Engineering Mechanics 2004. 10-13 May 2004, Svratka, Czech Republic Predseda
sekce Mechanics of Solids.

The tenth international conference on civil, structural and environmental engineer-
ing computing. 30 August - 2 September 2005, Rome, Italy. Predseda sekce Rein-
forced concrete structures.
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