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Summary

This text deals with so called suitable weak solutions of the Navier-Stokes
equations.

In the first chapter we define a weak solution of the Navier-Stokes equations
and corresponding notions, like energy inequality and strong energy inequality. We
mention also some results on existence of weak solution of the Navier-Stokes equa-
tions.

In the second chapter we introduce notions of a strong solution of the Navier-
Stokes equations and regular and singular points of weak solutions. We recall also
some results on existence of strong solutions and regularity or partial regularity of
weak solutions.

In the third chapter we define a suitable weak solution of the Navier-Stokes
equations. We recall also the paper, in which the existence of the suitable weak
solution is proved and the set of its singular points is estimated. We mention also
some results on its partial regularity.

In the fourth chapter we show that there exists a weak solution of the Navier-
Stokes equations, which is a suitable weak solution satisfying a strong energy in-
equality.
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Souhrn

Předkládaný text pojednává o tzv. vhodných slabých řešeńıch Navierových-
Stokesových rovnic.

V prvńı kapitole budeme definovat slabé řešeńı Navierových-Stokesových rovnic
a s t́ım souvisej́ıćı pojmy jako je energetická nerovnost a silná energetická nerovnost,
dále se zmı́ńıme o výsledćıch týkaj́ıćıch se existence slabého řešeńı Navierových-
Stokesových rovnic a jeho jednoznačnost.

V druhé kapitole zavedeme pojem silného řešeńı Navierových-Stokesových rovnic,
pojem regulárńıho a singulárńıho bodu. Připomeneme také nejd̊uležitěǰśı výsledky
týkaj́ıćı se existence silného řešeńı a regularity nebo částečné regularity slabého
řešeńı.

Ve třet́ı kapitole budeme definovat vhodné slabé řešeńı Navierových-Stokeso-
vých rovnic, připomeneme práci, kde je dokázána existence vhodného slabého řešeńı
a odhad jeho množiny vnitřńıch singulárńıch bod̊u. Uvedeme také nejd̊uležitěǰśı
výsledky týkaj́ıćı se jeho částečné regularity.

Ve čtvrté kapitole ukážeme, že existuje řešeńı, které je současně vhodným
slabým řešeńım i slabým řešeńım splňuj́ıćım silnou energetickou nerovnost.
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Navierových-Stokesových rovnic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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1. Slabá řešeńı Navierových-Stokesových rovnic

Oblast vyplněnou proud́ıćı tekutinou znač́ıme Ω. Předpokládáme, že Ω je buď
omezená oblast v IR3 s hranićı tř́ıdy C2 nebo Ω = IR3 a (0, T ) je časový interval,
na kterém úlohu řeš́ıme. Časoprostorový válec Ω × (0, T ) znač́ıme QT . Vektorové
funkce budeme značit tučně vytǐstěnými symboly.

Navierovy–Stokesovy rovnice jsou matematickým vyjádřeńım zákona zachováńı
hybnosti v proud́ıćı tekutině. Lze je zapsat ve vektorovém tvaru

∂u

∂t
− ν∆u + (u · ∇)u +∇P = g. (1)

u je vektor rychlosti proud́ıćı tekutiny, P je tlak, g je zadaná objemová śıla (vztažená
k jednotce objemu a hmoty), ν je kinematický koeficient vazkosti tekutiny (je to
kladná konstanta) a t je čas. Pro jednoduchost budeme předpokládat, že ν = 1.

Uvažovaná tekutina je nestlačitelná (jedná se o kapalinu). Zákon zachováńı
hmoty je proto vyjádřen rovnićı kontinuity ve tvaru

div u = 0. (2)

V soustavě (1)–(2) počet rovnic odpov́ıdá počtu neznámých (složky rychlosti a tlak).

Abychom źıskali korektně formulovaný problém, je třeba soustavu (1)–(2) do-
plnit vhodnými počátečńımi a okrajovými podmı́nkami. Ve většině praćı o Naviero-
vých–Stokesových rovnićıch se studuj́ı úlohy s homogenńı Dirichletovou podmı́nkou
pro rychlost

u = 0 na ∂Ω× (0, T ), (3)

př́ıpadně s odpov́ıdaj́ıćı nehomogenńı podmı́nkou. V některých praćıch jsou použ́ıvá-
ny i odlǐsné okrajové podmı́nky. Př́ıkladem je nedávný článek [1], ve kterém jsou stu-
dovány vlastnosti řešeńı Navierových–Stokesových rovnic s okrajovými podmı́nkami

curlk u · n = 0 na ∂Ω× (0, T ), k = 0, 1, 2. (4)

Parciálńı diferenciálńı rovnice (1) je rovnićı prvńıho řádu vzhledem k proměnné
t, proto korektně formulovaná úloha obvykle obsahuje též počátečńı podmı́nku pro
rychlost:

u(0) = γ. (5)

(u je funkćı prostorových proměnných a času. V zájmu zjednodušeńı značeńı však
prostorovou proměnnou někdy vynecháváme a ṕı̌seme např. pouze u(t). Přesně
vzato, u(t) pak má stejný význam jako u(. , t). Stejně budeme často zkracovat
značeńı některých daľśıch funkćı.)

Dř́ıve než přistouṕıme k definici slabého řešeńı úlohy (1), (2), (3), (5), př́ıpadně
(1), (2), (5), zavedeme některé funkčńı prostory.

Označeńı 1 Nechť V =
{

v ∈ C∞(Ω)3; supp v ⊂ Ω, div v = 0 v Ω
}
, VT =

{
v ∈

C∞(QT )3; supp v ⊂ Ω× 〈0, T ), div v = 0 v QT

}
. Symboly H, V , D a V ∗ znač́ıme
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tyto Banachovy prostory: H je zúplněńı V v normě prostoru L2(Ω)3, V je zúplněńı
V v normě prostoru W 1,2

0 (Ω)3, D = V ∩W 2,2(Ω)3 a V ∗ je duálńı prostor k prostoru
V .

Označeńı 2 Nechť G ⊂ QT je libovolná měřitelná množina a Gt =
{

x ∈ Ω; (x, t) ∈
G

}
pro t ∈ (0, T ). Nechť 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q < ∞. Symbolem Lp,q(G), znač́ıme

prostor funkćı φ : D(φ) → IR, kde D(φ) je definičńı obor φ, G ⊂ D(φ) a

(∫ T

0

(∫

Gt

|φ|q d(Ω)
)p/q

dt

)1/p

< ∞,

je-li p, q < ∞, a

ess sup
t∈(0,T )

(∫

Gt

|φ|q d(Ω)
)1/q

< ∞,

je-li p = ∞. Symbolem Lp,q(G)3 znač́ıme množinu všech funkćı u = (u1, u2, u3), kde
u1, u2, u3 ∈ Lp,q(G). Je-li p = q, ṕı̌seme Lp(G), resp. Lp(G)3, mı́sto Lp,p(G), resp.
Lp,p(G)3.

V následuj́ıćı definici vysvětĺıme, co přesně budeme rozumět pojmem slabé
řešeńı uvažované úlohy.

Definice 3 Předpokládejme, že g ∈ L2(0, T ; V ∗) a γ ∈ H. Řekneme, že měřitelná
funkce u : QT → IR3 je slabým řešeńım úlohy (1), (2), (3), (5), př́ıpadně úlohy (1),
(2), (5), jestlǐze u ∈ L2(0, T ; V ) ∩ L∞(0, T ; H) a pro všechna v ∈ VT plat́ı

∫ T

0

∫

Ω

(
−u· ∂v

∂t
+∇u·∇v+(u·∇)u·v

)
d(Ω) dt =

∫

Ω

γ ·v(. , 0) d(Ω)+

∫ T

0

〈g,v〉 dt.

Někdy budeme slabé řešeńı úlohy (1), (2), (3), (5), př́ıpadně úlohy (1), (2), (5)
zjednodušeně nazývat slabé řešeńı. Dále uvedeme ještě dvě nerovnosti souvisej́ıćı s
slabým řešeńım.

Řekneme, že slabé řešeńı úlohy s pravou stranou g ∈ L2(0, T ; H) splňuje ener-
getickou nerovnost , jestliže pro každé t ∈ (0, T ) plat́ı

∫

Ω×{t}
|u|2 d(Ω)+2

∫ t

0

∫

Ω

|∇u|2 d(Ω) dt ≤
∫

Ω

|γ|2 d(Ω)+2

∫ t

0

∫

Ω

g ·u d(Ω) dt (6)

a silnou energetickou nerovnost , jestliže pro všechna t2 ∈ (0, T ) a pro skoro všechna
t1 ∈ (0, t2) plat́ı

∫

Ω×{t2}
|u|2 d(Ω)+2

∫ t2

t1

∫

Ω

|∇u|2 d(Ω) dt ≤
∫

Ω×{t1}
|u|2 d(Ω)+2

∫ t2

t1

∫

Ω

g·u d(Ω) dt.

(7)
Za zmı́nku stoj́ı: lze ukázat, že pokud slabé řešeńı splňuje silnou energetickou

nerovnost, (7) plat́ı pro t1 = 0. V některých praćıch je slabé řešeńı definováno jako
funkce, která nav́ıc splňuje (6).
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J. Leray v práci [16] dokázal existenci slabého řešeńı úlohy (1), (2), (5) pro
Ω = IR3 za předpokladu, že počátečńı rozložeńı rychlosti γ je v prostoru H.

E. Hopf v práci [8] zkonstruoval slabé řešeńı úlohy (1), (2), (3), (5) za předpo-
kladu, že oblast Ω je omezená a dostatečně hladká. Toto řešeńı nav́ıc splňuje silnou
energetickou nerovnost.

Otázka jednoznačnosti slabého řešeńı z̊ustává stále otevřená. Uvedeme některé
částečné výsledky.

G. Prodi v práci [22] a J. L. Lions v [17] dokázali následuj́ıćı větu.

Věta 4 a) Existuje nejvýše jedno slabé řešeńı u úlohy (1), (2), (3), (5) v omezené
oblasti Ω, které nav́ıc nálež́ı do tř́ıdy Lp,q(QT )3, kde 2/p + 3/q ≤ 1, p ∈ [2,∞)
a q ∈ (3,∞].

b) Existuje nejvýše jedno slabé řešeńı u úlohy (1), (2), (5) pro Ω = IR3, které
nav́ıc nálež́ı do tř́ıdy Lp,q(QT )3, kde 2/p + 3/q = 1, p ∈ [2,∞) a q ∈ (3,∞].

J. Serrin v práci [25] dokázal následuj́ıćı výsledek. Věta je rovněž dokázána
v článku [5].

Věta 5 Nechť u a w jsou slabá řešeńı ṕro stejná data g a γ, kde u splňuje energe-
tickou nerovnost a w ∈ Lp,q(QT )3, kde 2/p + 3/q ≤ 1, p ∈ [2,∞), q ∈ (3,∞].
Potom u = w.

Tento výsledek ještě rozš́ı̌rili H. Kozono a H. Sohr v práci [12], když dokázali,
že věta plat́ı i za předpokladu w ∈ L∞,3(QT )3.

2. Regularita a částečná regularita slabých řešeńı
Navierových-Stokesových rovnic

Nyńı budeme definovat silné řešeńı úlohy (1), (2), (3), (5) nebo úlohy (1), (2),
(5).

Definice 6 Nechť g ∈ L2(0, T ; H), γ ∈ V a u je slabým řešeńım úlohy (1), (2),
(3), (5), př́ıpadně (1), (2), (5). Řekneme, že u je silným řešeńım, je-li nav́ıc
u ∈ L2(0, T ; D) ∩ L∞(0, T ; V ) a ∂u/∂t ∈ L2(0, T ; H).

Známým otevřeným problémem kvalitativńı teorie Navierových-Stokesových
rovnic je, zda na časovém intervalu dané předepsané délky existuje silné řešeńı
úlohy. Kromě některých velmi speciálńı tvar̊u funkce γ (např́ıklad tzv. Beltramiho
prouděńı) je obecná odpověď na tuto otázku zat́ım známa pouze za předpokladu,
že vstupńı data úlohy jsou ”dostatečně malá”- viz. práce J. Heywooda [7] a O.A.
Ladyženskoj [15]. A.A. Kiselev a O.A. Ladyženskaya v [10] dokázali následuj́ıćı
výsledek.

Věta 7 Nechť ∂Ω ∈ C2, γ ∈ V a g ∈ L∞(0, T ; H). Potom existuje T ∗ > 0 a právě
jedno silné řešeńı úlohy (1), (2), (3), (5) na intervalu (0, T ∗).
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Důkaz této věty je rovněž uveden v práci R. Temama [27].
Postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby slabé řešeńı Navierových-Stokesových rovnic

bylo silným řešeńım, byla publikována J. Serrinem v [25]. Tento výsledek je for-
mulován v následuj́ıćı větě.

Věta 8 Nechť u je slabým řešeńım úlohy (1), (2), (3), (5). Předpokládejme nav́ıc,
že u ∈ Lp,q(QT )3, kde 2/p + 3/q ≤ 1, p ∈ [2,∞), q ∈ (3,∞]. Potom u je silné
řešeńı úlohy (a jediné řešeńı úlohy ve tř́ıdě slabých řešeńı splňuj́ıćıch energetickou
nerovnost).

Přestože otázka existence silného řešeńı pro libovolná dostatečně hladká data
z̊ustává stále otevřená, v řadě praćı jsou dokázány výsledky o tzv. částečné regu-
laritě řešeńı Navierových-Stokesových rovnic.

Protože se dále budeme otázkami částečné regularity zabývat podrobněji, zave-
deme následuj́ıćı pojmy.

Řekneme, že (x0, t0) ∈ QT je vnitřńı regulárńı bod řešeńı u, jestliže existuje
otevřené časoprostorové okoĺı Q′ bodu (x0, t0) takové, že u ∈ L∞(Q′)3. Pokud
(x0, t0) ∈ QT neńı vnitřńı regulárńı bod, řekneme, že (x0, t0) je vnitřńım singulárńım
bodem řešeńı u. Množinu vnitřńıch singulárńıch bod̊u u budeme nadále značit S.

Je-li Ω omezená oblast, můžeme ještě zavést pojmy regulárńı a singulárńı
hraničńı bod řešeńı u. Nechť x0 ∈ ∂Ω, t0 ∈ (0, T ). Řekneme, že (x0, t0) je
regulárńı hraničńı bod u, jestliže existuje otevřená časoprostorová množina Q′ ⊂ IR4,
(x0, t0) ∈ Q′ a u ∈ L∞(QT∩Q′). Pokud (x0, t0) ∈ ∂Ω×(0, T ) neńı regulárńı hraničńı
bod, řekneme, že (x0, t0) je singulárńım hraničńım bodem.

Postačuj́ıćı podmı́nku pro to, aby bod (x0, t0) časoprostorového válce QT byl
regulárńım bodem slabého řešeńı Navierových-Stokesových rovnic, publikoval J. Ser-
rin v [24].

Věta 9 Nechť u je slabým řešeńım úlohy (1), (2), (3), (5) nebo úlohy (1), (2), (5).
Nechť (x0, t0) ∈ QT a existuje otevřené časoprostorové okoĺı Q′ bodu (x0, t0), takže
Q′ ⊂ QT a u ∈ Lp,q(Q′)3, kde 2/p+3/q ≤ 1, p ∈ (2,∞), q ∈ (3,∞). Potom u, spolu
se všemi svými derivacemi jakéhokoliv řádu vzhledem k prostorovým proměnným je
tř́ıdy C(Q′).

Předpokládáme-li nav́ıc, že ∂u/∂t ∈ L2,p(Q′)3, p > 1, potom všechny prostorové
derivace jsou (jako funkce času) absolutně spojité a existuje funkce funkce P tak, že
(1) plat́ı skoro všude na Q′.

Nechť (x0, t0) je vnitřńı regulárńı bod u. Vı́me, že potom existuje otevřená
množina U = D × (t0 − ε, t0 + ε) ⊂ QT , kde D je okoĺı bodu x0 v Ω taková, že
u ∈ L∞(U)3. Z již zmı́něné práce [24]) J. Serrina plyne, že libovolná prostorová
derivace (libovolného řádu) funkce u patř́ı do L∞(U)3. Současně lze ukázat (viz
práce [14]), že

∂u

∂t
∈ Lα,∞(U)3, P ∈ Lα,∞(U) (8)

pro každé α ∈ (1, 2). Otevřenou otázkou (je-li Ω omezená oblast) z̊ustává, zda (8)
plat́ı i pro α ≥ 2.
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Velmi d̊uležitý výsledek o vlastnostech slabého řešeńı na omezené oblasti doká-
zali C. Foias & R. Temam v práci [4].

Věta 10 Nechť Ω je omezená oblast a u je slabým řešeńı úlohy (1), (2), (3),
(5) s počátečńım rozložeńım rychlosti γ ∈ V , které nav́ıc splňuje podmı́nku u ∈
C([0, T ]; H). Potom existuje uzavřená množina E ⊂ (0, T ), jej́ı̌z Hausdorffova di-
menze je ≤ 1/2 taková, že u : (0, T ) \ E → D je analytická funkce.

Důkaz daľśı d̊uležité věty, tzv. Věty o struktuře, lze nalézt např. v práci [5].

Věta 11 Nechť Ω je omezená oblast taková, že ∂Ω ∈ C∞, g ≡ 0 a u je slabé řešeńı
úlohy (1), (2), (3), (5) na časovém intervalu (0,∞) splňuj́ıćı silnou energetickou
nerovnost. Potom existuje množina E tvaru ∪∞k=1Ik, kde Ik (k ∈ IN) jsou otevřené,
navzájem disjunktńı intervaly v (0, +∞) takové, že plat́ı:
a) Množina (0,∞)− E má Lebesqueovu mı́ru nula.
b) u je tř́ıdy C∞ na Ω× E.
c) Existuje T ∗ > 0 tak, že (T ∗,∞) ⊂ E.
d) Je-li nav́ıc γ ∈ V , potom existuje T1 tak, že (0, T1) ⊂ E.

3. Vhodná slabá řešeńı Navierových-Stokesových rovnic

V předchoźım odstavci jsme zmı́nili výsledek publikovaný v práci [25], v našem
textu formulovaný ve Větě 9. J. Serrin zde dokázal postačuj́ıćı podmı́nky pro to,
aby bod (x0, t0) časoprostorového válce QT byl regulárńım bodem. Otázkou, která
přirozeně navazuje na tento výsledek, je, jak ”velká” může být množina singulárńıch
bod̊u slabého řešeńı. L. Caffarelli, R. Kohn a L. Nirenberg v práci [2] pro odhad
množiny singulárńıch bod̊u slabého řešeńı potřebovali, aby toto řešeńı splňovalo
novou energetickou nerovnost, tzv. zobecněnou energetickou nerovnost, která je
tvaru

2

∫ s

0

∫

Ω

|∇u|2ϕ d(Ω) dt ≤
∫ s

0

∫

Ω

(
|u|2

(∂ϕ

∂t
+ ∆ϕ

)
+ (|u|2 + 2P)u · ∇ϕ

)
d(Ω) dt

(9)
a plat́ı pro každou nezápornou funkci ϕ ∈ C∞0 (QT ) a pro všechna s ∈ (0, T ).
Požadavek, aby řešeńı splňovalo rovnost (9), vedl k následuj́ıćı definici vhodného
slabého řešeńı.

Definice 12 Nechť
g ∈ Lq(QT ), q > 5/2, (10)

div g = 0, (11)

γ ∈ H. (12)

Řekneme, že dvojice (u,P) je vhodné slabé řešeńı úlohy (1), (2), (3), (5), př́ıp. (1),
(2), (5) pro Ω = IR3, jestlǐze

1. u ∈ L2(0, T ; V ) ∩ L∞(0, T ; H), P ∈ L5/4(QT ),

2. u,P jsou měřitelné funkce na QT , které řeš́ı (1) ve smyslu distribućı,

3. řešeńı (u,P) splňuje (9),

4. u(t) → u0 pro t → 0+ ve slabé topologii prostoru H.

10



Dř́ıve než zmı́ńıme velmi d̊uležité výsledky o vhodných slabých řešeńı, které
dokázali L. Caffarelli, R. Kohn a L. Nirenberg v práci [2], připomeneme si definici
jedno-dimenzionálńı Haussdorffovy mı́ry a jednodimenzionálńı parabolické mı́ry.

Nechť A ⊂ IR4 je libovolná množina a δ > 0. Označme

H1
δ(A) = inf

Λ

{∑
i

ri; Λ = {A1, A2, ..., }, A ⊂
⋃
i

Ai, diam (Ai) = ri < δ
}

.

PotomH1
δ(A) je pro pevné A klesaj́ıćı funkćı vzhledem k δ a jednodimenziálńı Hauss-

dorffova mı́ra množiny A je definována rovnost́ı H1(A) = lim
δ→0+

H1
δ(A).

Nechť (x0, t0) ∈ IR4, r > 0 a S ⊂ QT . Označme

Qr((x0, t0)) =
{

(x, t); |x− x0| < r, |t− t0| < r2
}

.

Pro libovolnou A ⊂ QT je potom

R1
δ(A) = inf

Λ

{∑
i

ri; Λ = {Qr1(x1, t1), Qr2(x2, t2), ..., A ⊂
⋃
i

Qri
(xi, ti), ri < δ

}

a jednodimenziálńı parabolická mı́ra množiny A je definována rovnost́ı R1(A) =
lim

δ→0+

R1
δ(A).

Připomeňme si, že pro libovolnou množinu S plat́ı nerovnost

H1(A) ≤ cR1(A), (13)

kde c je konstanta nezávislá na A.

L. Caffarelli, R. Kohn a L. Nirenberg v práci [2] dokázali za jistých požadavk̊u na
počátečńı rozložeńı rychlosti γ existenci vhodného slabého řešeńı uvažované úlohy.
Dále ukázali, že pro množinu všech vnitřńıch singulárńıch bod̊u S tohoto řešeńı plat́ı

H1(S) = 0. (14)

Nyńı ukážeme hlavńı myšlenku d̊ukazu rovnosti (14) tak, jak byla publikována
v práci [2]. Zde jsou dokázány dvě následuj́ıćı lemmata.

Lemma 13 Nechť (u,P) je vhodné slabé řešeńı. Potom existuje ε > 0 takové, že
pro libovolný bod (x, t) ∈ QT plat́ı: Je-li

lim sup
r→0+

1

r

∫∫

Qr(x,t)

|∇u|2x d(Ω) dt < ε,

potom (x, t) je regulárńım bodem řešeńı (u,P).

Lemma 14 Nechť Λ je libovolný systém množin Qr(x, t). Potom existuje nejvýše
spočetný podsystém Λ∗ splňuj́ıćı následuj́ıćı dvě vlastnosti:
1.Libovolné dvě množiny podsystému Λ∗ jsou navzájem disjunktńı.
2.Nechť Qr(x, t) ∈ Λ. Potom existuje Qri

(xi, ti) ∈ Λ∗ tak, že Qr(x, t) ⊂ Q5ri
(xi, ti).
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Nyńı ukážeme rovnost (14). Připomeňme si, že S znač́ı množinu všech sin-
gulárńıch bod̊u vhodného slabého řešeńı (u,P). Zvolme δ > 0 pevně. Je zřejmé
že µ4(S) = 0 (symbolem µ4 znač́ıme Lebesqueovu mı́ru v IR4). Odtud v́ıme,
že ke každému ε > 0 existuje libovolné otevřené okoĺı U množiny S takové, že∫∫
U
|∇u|2 < ε. Zvolme U a ε pevně. Podle Lemmatu 13 ke každému bodu (x, t) ∈ S

existuje Qr(x, t) tak, že r < δ, Qr(x, t) ⊂ U a

1

ε

∫∫

Qr(x,t)

|∇u|2 ≥ r.

Potom podle Lemmatu 14 existuje posloupnost navzájem disjunktńıch množin
{

Qr1(x1, t1), Qr2(x2, t2), ...
}

taková, že S ⊂ ⋃
i

Q5ri
(xi, ti),

⋃
i

Qri
(xi, ti) ⊂ U a plat́ı odhad

R1
δ(S) ≤ 5

∑
i

ri ≤ 5

ε

∫∫

U

|∇u|2 ≤ 5ε

ε
.

Protože ε lze zvolit libovolně malé, dostáváme R1(S) = 0 a podle (13) také
H1(S) = 0. T́ım je rovnost (14) dokázána.

Rovnost (14) je velmi často využ́ıvána v následuj́ıćı ”d̊ukazové technice”. Nechť
(x0, t0) ∈ QT a δ > 0. Potom existuj́ı δ1, δ2, 0 < δ1 < δ2 < δ tak, že

{
(x, t); δ1 < |x− x0| < δ2, t ∈ (0, T )

}
∩ S = ∅.

Využit́ım seřezávaćı funkce lze z (1) odvodit existenci dvojice (w,Q) na množině{
(x, t); |x− x0| < δ, t ∈ (0, T )

}
, které na této množině řeš́ı soustavu

∂w

∂t
−∆w + (u · ∇)w +∇Q = F, (15)

kde w současně splňuje (2), F je dostatečně ”hladká” funkce a regularita funkce w

na množině
{

(x, t); |x− x0| < δ1, t ∈ (0, T )
}

se přenáš́ı na funkci u.

Existence vhodného slabého řešeńı a (14) umožnily dokázat řadu nových vý-
sledk̊u týkaj́ıćıch se vnitřńı regularity u. Nyńı připomeneme tři práce o vhodném
slabém řešeńı (u,P), které nav́ıc splňuje podmı́nku

u ∈ L∞,3(QT )3. (16)

H. Kozono dokázal v práci [11] následuj́ıćı výsledek: Nechť (x0, t0) je sin-
gulárńım bodem slabého řešeńı, které nav́ıc splňuje (16). Potom existuje ε > 0
takové, že pro každé δ > 0 je

lim sup
t→t0−

∫

Bδ(x0)

|u(. , t)|3 d(Ω) > ε.

12



J. Neustupa ześılil tento výsledek a dokázal v práci [19], že

lim inf
t→t0−

∫

Bδ(x0)

|u(. , t)|3 d(Ω) > ε.

Pomoćı posledńı nerovnosti J. Neustupa nav́ıc ukázal, že pro řešeńı splňuj́ıćı (16)
a pro jakékoliv pevné t je S ∩ (Ω× {t}) konečná množina.

V práci [26] podal Z. Skalák zjednodušuj́ıćı d̊ukaz tohoto výsledku. Na tyto
práce navázali L. Escauriaza, G. Seregin a V. Šverák a v praćıch [3] a [23] dokázali,
že řešeńı splňuj́ıćı (16) nemá vnitřńı singulárńı body.

Zde z̊ustává několik otevřených otázek. Za prvé, zda řešeńı úlohy, které nav́ıc
splňuje (16), je již regulárńı. Za druhé, jak odhadnout množinu časových okamžik̊u,
v ńıž vznikaj́ı vnitřńı singulárńı body. Např́ıklad, zda je či neńı tato množina
množinou navzájem izolovaných bod̊u nebo je dokonce prázdnou množinou.

V druhé polovině devadesátých let bylo publikováno několik výsledk̊u, kde
autoři dokázali regularitu řešeńı za dodatečných předpoklad̊u o jedné nebo dvou
složkách řešeńı.

J. Neustupa a P. Penel ukázali v práci [21], že pokud má vhodné slabé řešeńı
jednu rychlostńı složku esenciálně omezenou na libovolné otevřené podoblasti Q′

množiny QT , potom je S ∩Q′ = ∅.
J. Neustupa, A. Novotný a P. Penel tento výsledek ještě rozš́ı̌rili v práci [20].

Je zde ukázáno, že pokud na libovolné otevřené podoblasti Q′ množiny QT alespoň
jedna komponenta rychlosti nálež́ı do tř́ıdy funkćı Lp,q(Q′), kde 2/p + 3/q ≤ 1/2,
p ∈ [4,∞), q ∈ (6,∞], potom S ∩Q′ = ∅.

H. Chae a L.H. Choe dokázali v práci [9], že pokud dvě komponenty rychlosti
(zde QT = IR3 × (0, T )) nálež́ı do tř́ıdy Lp,q(QT ), kde 2/p + 3/q ≤ 1, p ∈ [2,∞),
q ∈ (3,∞], potom S ∩Q′ = ∅.

Poznamenejme, že všechny zde źıskané výsledky se týkaj́ı vnitřńı regularity
řešeńı. Neńı známo, zda by za předpokladu, že tyto podmı́nky plat́ı na celé oblasti
Ω, řešeńı nemohlo obsahovat žádné hraničńı singulárńı body.

Nechť (x0, t0) ∈ QT . J. Nečas a J. Neustupa v práci [18] ukázali podmı́nky,
při jejichž splněńı je tento bod regulárńım bodem řešeńı úlohy. Jde o podmı́nky
Prodi-Serrinova typu a podstatné je, že tyto podmı́nky jsou formulovány pouze na
vněǰsku dostatečně úzkého časoprostorového paraboloidu s vrcholem v (x0, t0) a osou
rovnoběžnou s časovou osou.

4. Zobecněná energetická nerovnost pro vhodná slabá řešeńı

Jak jsme již uvedli, L. Caffarelli, R. Kohn a L. Nirenberg v práci [2] mj. dokázali
existenci vhodného slabého řešeńı. Posledńı kapitolu habilitačńı práce tvoř́ı článek
[13] publikovaný společně s Z. Skalákem, ve kterém je dokázána následuj́ıćı věta,
rozšǐruj́ıćı výsledek o existenci vhodného slabého řešeńı.

Věta 15 Nechť Ω je omezená oblast, γ ∈ W 2,2(Ω)3 ∩ V . Potom existuje vhodné
slabé řešeńı (u,P) úlohy (1), (2), (3), (5). Nav́ıc

funkce u : [0, T ] → H je slabě spojitá, (17)
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P ∈ Lr,s∗(QT ), (18)

pro libovolná č́ısla r, s∗ taková, že

2/r + 3/s∗ = 3, 1 < r < 2, 3/2 < s∗ < 3.

Řešeńı nav́ıc splňuje zobecněnou energetickou nerovnost ve tvaru
∫

Ω×{t2}
u2φ d(Ω) + 2

∫ t2

t1

∫

Ω

|∇u|2φ d(Ω) dt ≤

≤
∫

Ω×{t1}
|u|2φ d(Ω) +

∫ t2

t1

∫

Ω

|u|2(∂φ

∂t
+ ∆φ) d(Ω) dt + (19)

+

∫ t2

t1

∫

Ω

(|u|2u + 2Pu) · ∇φ d(Ω) dt + 2

∫ t2

t1

∫

Ω

guφ d(Ω) dt

pro všechna φ ∈ C∞(QT ), φ ≥ 0, pro skoro všechna t1 ∈ [0, T ] a pro všechna
t2 ∈ [0, T ], t1 < t2. Nav́ıc, (19) plat́ı pro t1 = 0.

Je zřejmé, že tato věta zesiluje dř́ıve zmı́něný výsledek L. Caffarelliho, R. Kohna
a L. Nirenberga t́ım zp̊usobem, že testovaćı funkce φ mohou být vyb́ırány z větš́ı
tř́ıdy.

Poznamenejme, že z Věty 15 vyplývá, že existuje vhodné slabé řešeńı úlohy (1),
(2), (3), (5) splňuj́ıćı současně nerovnost (7).

Protože tato věta představuje d̊uležitou část habilitačńı práce, připomeneme si
hlavńı myšlenky jej́ıho d̊ukazu. Během d̊ukazu budeme symbolem c značit gener-
ickou konstantu, která se bude měnit řádek od řádku a bude záviset pouze na oblasti
Ω.

Nechť n ∈ IN, δn = T
n

a ϕ ∈ C(0, T ; H). Označme

Ψn(ϕ)(t) = ϕ(0) for t ∈ (0, δn), (20)

= ϕ(t− δn) pro t ∈ [δn, T ).

Nechť (wn,Qn) je řešeńı následuj́ıćı úlohy

w′
n −∆wn + Ψ(wn)∇wn +∇Qn = fg, (21)

wn(0) = γ. (22)

Jak je ukázáno v [13], existuje řešeńı (wn,Qn) úlohy (21), (22), kde wn ∈
L2(0, T ; D)∩L∞(0, T ; Vκ), w′

n ∈ L2(0, T ; H), Qn ∈ L2(0, T ; W 1,2(Ω)), a je splněna
následuj́ıćı energetická rovnost

∫

Ω×{t2}
|wn|2φ dt + 2

∫ t2

t1

∫

Ω

|∇wn|2φ d(Ω) dt =

=

∫

Ω×{t1}
|wn|2φ dt +

∫ t2

t1

∫

Ω

|wn|2(∂φ

∂t
+ ∆φ) d(Ω) dt + (23)

+

∫ t2

t1

∫

Ω

(|wn|2Ψ(wn) + 2Qnwn) · ∇φ d(Ω) dt + 2

∫ t2

t1

∫

Ω

gwnφ d(Ω) dt.
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Funkce wn nav́ıc splňuj́ı následuj́ıćı aposteriorńı odhad

‖wn‖L2(0,T ; Vκ) + ‖wn‖L∞(0,T ; Hκ) ≤ c(‖g‖L2(0,T ; H) + ‖γ‖D), (24)

z kterého vyplývá nerovnost

‖Ψ(wn)∇wn‖Lr,s ≤ c(‖g‖L2(0,T ; H) + ‖γ‖D)2, (25)

kde
2

r
+

3

s
= 4, 1 < r < 2, 1 < s <

3

2
. (26)

Z [6] a (24) vyplývá, že existuje konstanta K, K = K(‖g‖L2(0,T ; H), ‖γ‖D), tak
že ∆wn,w′

n,∇Qn ∈ Lr,s(QT )3, Qn ∈ Lr,s∗(QT ) pro všechna n a plat́ı následuj́ıćı
nerovnosti

‖∆wn‖Lr,s + ‖w′
n‖Lr,s + ‖∇Qn‖Lr,s ≤ K, (27)

‖Q‖Lr,s∗ ≤ K, (28)

kde r, s splňuj́ı (26) a
2

r
+

3

s∗
= 3,

3

2
< s∗ < 3. (29)

Z (27) nav́ıc vyplývá, že {w′
n} je omezená posloupnost funkćı v prostoru L4/3, 6/5(QT ).

Z vnořeńı L
6
5 (Ω)3 ↪→ V ∗ nav́ıc vyplývá, že w′

n je omezená posloupnost v prostoru
L4/3(0, T ; V ∗). Odtud, z (24), z ([27], Theorem 2.1, Chapter III) a z (28) vyplývá,
že existuj́ı (u,P), u ∈ L2(0, T ; Vκ)∩L∞(0, T ; H), P ∈ Lr,s∗(QT ) pro libovolné r, s∗

splňuj́ıćı (29), a podposloupnosti {wnk
} ⊂ {wn}, {Qnk

} ⊂ {Qn} (pro jednoduchost
opět ṕı̌seme {wn}, {Qn}) tak, že

wn → u slabě v L2(0, T ; Vκ), (30)

wn → u silně v L2(0, T ; H), (31)

‖wn(t)‖H → ‖u(t)‖H pro skoro všechna t ∈ (0, T ), (32)

Qn → P slabě v Lr,s∗(QT ) (33)

pro libovolné r, s∗ splňuj́ıćı (29). Nav́ıc lze ukázat, že

Ψ(wn) → u slabě v L2(0, T ; Vκ), (34)

Ψ(wn) → u silně v L2(0, T ; H). (35)

Z (30), (31), (34) a (35) vyplývá, že

wn → u silně v Lp,q(QT ) (36)

a podobně
Ψ(wn) → u silně v Lp,q(QT ) (37)

pro všechna p, q, 2
p

+ 3
q

> 3
2
, p ∈ (2,∞), q ∈ (2, 6).
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Použijeme-li v (23) limitńı přechody pro n → ∞, dostaneme (19). Z (30)
vyplývá, že u ∈ L2(0, T ; Vκ). Relace u ∈ L∞(0, T ; H) se dokáže podobně jako v
([27], Theorem 3.1 Chapter III.), z (33) vyplývá, že P ∈ L5/4(QT ) a z (21), (34),
(35), (36) a (37) vyplývá, že u a P jsou měřitelné funkce na QT , které splňuj́ı
(1) ve smyslu distribućı. Ukázali jsme tedy, že (u,P) je vhodným slabým řešeńım
ve smyslu Definice 12, které nav́ıc splňuje nerovnost (19) pro všechny nezáporné
dostatečně hladké funkce φ. T́ım jsme ukázali hlavńı myšlenky d̊ukazu Věty 15.
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Univerzity Karlovy v Praze, obor matematická analýza. Studium jsem ukončil v roce
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vědecká hodnost kandidáta fyzikálně - matematických věd. Mým školitelem byl
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[4] Kučera P., Skalák Z.: Local solutions to the Navier-Stokes equations with
mixed boundary conditions. Acta Appl. Math. 54 (1998), no. 3, 275–288.
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itoři: M.Bach, C.Constanda, G.C.Hsiao, A.-M.Saendig, P.Werner.
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(1998), 375-383, Matfyzpress. Editoři: M.Feistauer, K.Kozel, R.Rannacher.
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J.Kuben, J.Vosmanský.
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[13] Skalák Z., Kučera P.: A note on coupling of velocity components in the
Navier-Stokes equations. ZAMM Z. Angew. Math. Mech. 84 (2004), no. 2,
124–127.
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