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Summary

This text deals with so called suitable weak solutions of the Navier-Stokes
equations.

In the first chapter we define a weak solution of the Navier-Stokes equations
and corresponding notions, like energy inequality and strong energy inequality. We
mention also some results on existence of weak solution of the Navier-Stokes equa-
tions.

In the second chapter we introduce notions of a strong solution of the Navier-
Stokes equations and regular and singular points of weak solutions. We recall also
some results on existence of strong solutions and regularity or partial regularity of
weak solutions.

In the third chapter we define a suitable weak solution of the Navier-Stokes
equations. We recall also the paper, in which the existence of the suitable weak
solution is proved and the set of its singular points is estimated. We mention also
some results on its partial regularity.

In the fourth chapter we show that there exists a weak solution of the Navier-
Stokes equations, which is a suitable weak solution satisfying a strong energy in-
equality.



Souhrn

Predkladany text pojednava o tzv. vhodnych slabych fesenich Navierovych-
Stokesovych rovnic.

V prvni kapitole budeme definovat slabé feseni Navierovych-Stokesovych rovnic
a s tim souvisejici pojmy jako je energeticka nerovnost a silna energetickd nerovnost,
déle se zminime o vysledcich tykajicich se existence slabého tfeSeni Navierovych-
Stokesovych rovnic a jeho jednoznacnost.

V druhé kapitole zavedeme pojem silného feseni Navierovych-Stokesovych rovnic,
tykajici se existence silného feSeni a regularity nebo castecné regularity slabého
feSeni.

Ve treti kapitole budeme definovat vhodné slabé teseni Navierovych-Stokeso-
vych rovnic, pfipomeneme praci, kde je dokdzana existence vhodného slabého feseni
a odhad jeho mnoziny vnitinich singularnich bodu. Uvedeme také nejdulezitéjsi
vysledky tykajici se jeho ¢astecné regularity.

Ve c¢tvrté kapitole ukdzeme, ze existuje feSeni, které je soucasné vhodnym
slabym tesenim i slabym fesenim splinujicim silnou energetickou nerovnost.
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1. Slaba reseni Navierovych-Stokesovych rovnic

Oblast vyplnénou proudici tekutinou znacéime €. Predpokladame, ze € je bud
omezend oblast v IR® s hranici tiidy C? nebo Q = R* a (0,7) je ¢asovy interval,
na kterém tlohu fesfme. Casoprostorovy vélec € x (0,T) znacime Qr. Vektorové
funkce budeme znacit tuéné vytisténymi symboly.

Navierovy—Stokesovy rovnice jsou matematickym vyjadienim zakona zachovani
hybnosti v proudici tekutiné. Lze je zapsat ve vektorovém tvaru

ou

E—yAuﬂL(u-V)u—l—szg. (1)
u je vektor rychlosti proudici tekutiny, P je tlak, g je zadana objemova sila (vztazena
k jednotce objemu a hmoty), v je kinematicky koeficient vazkosti tekutiny (je to
kladné konstanta) a t je ¢as. Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze v = 1.

Uvazovana tekutina je nestlacitelnd (jedna se o kapalinu). Zdkon zachovéni
hmoty je proto vyjadiren rovnici kontinuity ve tvaru

divu = 0. (2)

V soustavé (1)—(2) pocet rovnic odpovida poctu neznamych (slozky rychlosti a tlak).

Abychom ziskali korektné formulovany problém, je tfeba soustavu (1)—(2) do-
plnit vhodnymi pocateénimi a okrajovymi podminkami. Ve vétsiné praci o Naviero-
vych—Stokesovych rovnicich se studuji tlohy s homogenni Dirichletovou podminkou
pro rychlost

u=0 1nadQx(0,7T), (3)
pripadné s odpovidajici nehomogenni podminkou. V nékterych pracich jsou pouziva-
ny i odlisné okrajové podminky. Piikladem je nedavny clanek [1], ve kterém jsou stu-
dovany vlastnosti feseni Navierovych—Stokesovych rovnic s okrajovymi podminkami

curlfu-m =0  1nadQ x (0,7), k=0,1,2. (4)

Parcidlni diferencidlni rovnice (1) je rovnici prvniho fddu vzhledem k proménné
t, proto korektné formulovand tloha obvykle obsahuje téz poc¢ateéni podminku pro
rychlost:

u(0) = ~. (5)
(u je funkei prostorovych proménnych a casu. V zdjmu zjednoduseni znaceni viak
prostorovou proménnou nékdy vynechdavdme a piseme napt. pouze wu(t). Priesné

vzato, u(t) pak ma stejny vyznam jako w(.,t). Stejné budeme ¢asto zkracovat
znaceni nékterych dalsich funkei.)

Diive nez pristoupime k definici slabého feseni tlohy (1), (2), (3), (5), pripadné
(1), (2), (5), zavedeme nékteré funkéni prostory.

Oznaceni 1 Necht V = {'v €C®(Q)3 suppv C Q,dive=0v Q}, Vr = {v €
C®(Qr)3 suppo C 2 x (0,T), divo=0v QT} Symboly H, V', D a V* znacime



tyto Banachovy prostory: H je ziplnéni V v normé prostoru L*(Q)3, V je ziplnént
V v normé prostoru Wy (Q)?, D =V NW?22(Q)® a V* je dudlni prostor k prostoru
V.

Oznaéeni 2 Necht G C Qr je libovolnd méritelnd mnoZina a Gy = {a: €Q; (x,t) €

G’} prot € (0,T). Necht 1 < p < oo, 1 < g < co. Symbolem LP4(G), znacime
prostor funkci ¢ : D(¢) — R, kde D(¢) je definiéni obor ¢, G C D(¢) a

(/ K [ Jo o)™ ) "

1/q
ess sup ( || d(Q)) < 00,
te(0,T) Gy

je-lip, ¢ < o0, a

je-li p = oo. Symbolem LP1(G)? znacime mnoZinu vech funkci w = (uy,us,u3), kde
uy, Uz, uz € LP4(G). Je-li p = q, piseme LP(G), resp. LP(G)3, misto LPP(G), resp.
LPP(G)3.

V nésledujici definici vysvétlime, co presné budeme rozumét pojmem slabé
resent uvazované ulohy.

Definice 3 Predpoklddejme, Ze g € L*(0,T; V*) a v € H. Rekneme, Ze méritelnd
funkee w : Qp — R? je slabym Fesenim dlohy (1), (2), (3), (5), pripadné vilohy (1),
(2), (5), jestlize w € L*(0,T; V)N L>*(0,T; H) a pro vSechna v € Vr plati

/OT/Q<_U.?)—’:+V1L-V’U+(U-V)U-'U) () dt:/ﬂfy-v(.,O) d(Q)+/OT<g,v> it

Neékdy budeme slabé feseni dlohy (1), (2), (3), (5), ptipadné ulohy (1), (2), (5)
zjednodusené nazyvat slabé feseni. Dale uvedeme jesté dvé nerovnosti souvisejici s
slabym fesenim.

Rekneme, ze slabé feseni tlohy s pravou stranou g € L*(0,T; H) spliuje ener-
getickou nerovnost, jestlize pro kazdé t € (0,T) plati

/Wml2 d(Q)H/Ot/Qqu d(9) dtg/Qm? d(9)+2/0t/gg.ud<m & (6

a silnou energetickou nerovnost, jestlize pro vsechna t € (0,7) a pro skoro vsechna
tl € (O,tz) platl’

to to
/ ju? d(Q)+2/ /|Vu|2 d(Q) dt g/ ju? d(Q)+2/ /g-u d() dt.
QX{tQ} t1 Q QX{tl} t1 Q
(7)
Za zminku stoji: lze ukazat, ze pokud slabé feseni spliuje silnou energetickou

nerovnost, (7) plati pro t; = 0. V nékterych pracich je slabé feseni definovano jako
funkce, ktera navic spliuje (6).



J. Leray v préaci [16] dokdzal existenci slabého feseni tlohy (1), (2), (5) pro
Q2 = R? za piedpokladu, Ze poc¢ateéni rozlozeni rychlosti v je v prostoru H.

E. Hopf v praci [8] zkonstruoval slabé feseni lohy (1), (2), (3), (5) za ptredpo-
kladu, ze oblast 2 je omezena a dostatecné hladka. Toto feseni navic spliuje silnou
energetickou nerovnost.

Otézka jednoznac¢nosti slabého teseni zustava stale oteviend. Uvedeme nékteré
castecné vysledky.

G. Prodi v préaci [22] a J. L. Lions v [17] dokézali nasledujici vétu.

Véta 4 a) Ezistuje nejugse jedno slabé reseni w ulohy (1), (2), (3), (5) v omezené
oblasti Q, které navic ndlezi do tridy LP9(Qr)?, kde 2/p +3/q < 1, p € [2,00)
aq € (3,00].

b) Ezistuje nejvijse jedno slabé feseni w vilohy (1), (2), (5) pro Q = R?, které
navic ndlezi do tridy LP4(Q7)?, kde 2/p+3/q=1, p € [2,00) a q € (3,00].

J. Serrin v praci [25] dokdzal nasledujici vysledek. Véta je rovnéz dokazana
v clanku [5].

Véta 5 Necht u a w jsou slabd vesend pro stejnd data g a ~, kde w spliuje energe-
tickou nerovnost a w € LPY(Qr)3, kde 2/p+3/q < 1, p € [2,00), q € (3,00].
Potom u = w.

Tento vysledek jesté rozsitili H. Kozono a H. Sohr v praci [12], kdyz dokazali,
7ze véta plati i za predpokladu w € L>3(Qr)3.

2. Regularita a castecna regularita slabych fesSeni
Navierovych-Stokesovych rovnic

Nyni budeme definovat silné resend ulohy (1), (2), (3), (5) nebo tlohy (1), (2),
(5)-

Definice 6 Necht g € L*(0,T; H), v € V a u je slabym Fesenim ilohy (1), (2),
(3), (5), pripadné (1), (2), (5). Rekneme, Ze w je silnym tesenim, je-li navic
we L2(0,T; D) N L=(0,T; V) a du/dt € L2(0,T; H).

Zndmym otevienym problémem kvalitativni teorie Navierovych-Stokesovych
rovnic je, zda na ¢asovém intervalu dané predepsané délky existuje silné feseni
tlohy. Kromé nékterych velmi specidlni tvartu funkce « (napiiklad tzv. Beltramiho
proudéni) je obecnd odpovéd na tuto otdzku zatim zndma pouze za predpokladu,
ze vstupni data tlohy jsou ”dostatetné mald”- viz. préce J. Heywooda [7] a O.A.
Ladyzenskoj [15]. A.A. Kiselev a O.A. Ladyzenskaya v [10] dokézali nédsledujici
vysledek.

Véta 7 Necht 90 € C?, v €V age L>*(0,T; H). Potom existuje T* > 0 a prdve
jedno silné tesent dlohy (1), (2), (3), (5) na intervalu (0,7*).



Dukaz této véty je rovnéz uveden v praci R. Temama [27].

Postacujici podminka pro to, aby slabé feseni Navierovych-Stokesovych rovnic
bylo silnym fesenim, byla publikovdna J. Serrinem v [25]. Tento vysledek je for-
mulovan v nasledujici véte.

Véta 8 Necht u je slabym Fesenim dlohy (1), (2), (3), (5). Predpoklidejme navic,
e uw € LP1(Qr)?, kde 2/p+3/q < 1, p € [2,00), ¢ € (3,00]. Potom u je silné
resent ulohy (a jediné Teseni dlohy ve tridé slabiyjch Teseni spliujicich energetickou
nerovnost).

Prestoze otazka existence silného feseni pro libovolna dostatecné hladka data
zustava stale oteviena, v fadé praci jsou dokazany vysledky o tzv. castecné regu-
larité feseni Navierovych-Stokesovych rovnic.

Protoze se dale budeme otazkami ¢astecné regularity zabyvat podrobnéji, zave-
deme nasledujici pojmy.

Rekneme, ze (xo,to) € Qr je vnitrni requldrni bod Feseni w, jestlize existuje
oteviené ¢asoprostorové okoli @' bodu (x,ty) takové, ze uw € L*(Q')%. Pokud
(o, to) € Q7 neni vnitini reguldrni bod, fekneme, ze (xo, to) je vnitrnim singuldrnim
bodem teseni w. Mnozinu vnitinich singularnich bodu w budeme nadéle znacit S.

Je-li Q0 omezend oblast, muzeme jesté zavést pojmy regularni a singuldrni
hraniéni bod feseni w. Necht x, € 99, t, € (0,T). Rekneme, ze (x, to) je
requldrni hraniéni bod w, jestlize existuje oteviend ¢asoprostorova mnozina Q' C R*,
(o, t0) € Q" au € L=¥(QrNQ"). Pokud (xg, tg) € 902 x (0, T) nenf reguldrni hranién{
bod, fekneme, ze (@, to) je singuldrnim hrani¢nim bodem.

Postacujici podminku pro to, aby bod (xg,ty) casoprostorového vélce Qr byl
regularnim bodem slabého teseni Navierovych-Stokesovych rovnic, publikoval J. Ser-
rin v [24].

Véta 9 Necht u je slabym Fesenim ilohy (1), (2), (3), (5) nebo ilohy (1), (2), (5).
Necht (g, ty) € Qr a existuje oteviené casoprostorové okoli Q' bodu (xo,ty), takze
Q CQraucPQ)3, kde2/p+3/q<1,p€ (2,00), q € (3,00). Potom u, spolu
se vsemi svymai derivacemi jakéhokoliv radu vzhledem k prostorovym proménnym je
tridy C(Q').

Predpokldaddme-li navic, Ze Ou /0t € L*P(Q")?, p > 1, potom vsechny prostorové
derivace jsou (jako funkce ¢asu) absolutné spojité a existuje funkce funkce P tak, Ze
(1) plati skoro vsude na Q).

Necht (xg,to) je vnitini reguldrnf bod w. Vime, Ze potom existuje otevien
mnozina U = D x (ty — €,t9 + €) C Qr, kde D je okoli bodu xy v Q2 takova, ze
u € L>®(U)3. 7 jiz zminéné préace [24]) J. Serrina plyne, Ze libovolnd prostorova
derivace (libovolného tadu) funkce w patif do L>®(U)3. Soucasné lze ukdzat (viz
préace [14]), ze

ou oo /TS aoo
EEL’(U), P e L>(U) (8)

pro kazdé o € (1,2). Otevienou otazkou (je-li 2 omezend oblast) zustava, zda (8)
plati i pro a > 2.



Velmi dulezity vysledek o vlastnostech slabého feseni na omezené oblasti doké-
zali C. Foias & R. Temam v préci [4].

Véta 10 Nechi Q je omezend oblast a w je slabym resend <lohy (1), (2), (3),
(5) s pocatecnim rozloZenim rychlosti v € V', které navic spliuje podminku u €
C([0,T]; H). Potom existuje uzaviend mnozina E C (0,T), jejiz Hausdorffova di-
menze je < 1/2 takovd, ze w: (0,T)\ E — D je analytickd funkce.

Dukaz dalsi dulezité véty, tzv. Véty o struktute, lze nalézt napt. v préci [5].

Véta 11 Necht Q je omezend oblast takovd, Ze 9Q € C*, g = 0 a u je slabé resent
dlohy (1), (2), (3), (5) na éasovém intervalu (0,00) spliugici silnou energetickou
nerovnost. Potom existuje mnozina E tvaru U2 Iy, kde 1), (k € IN) jsou otevrené,
navzdjem disjunktni intervaly v (0, +00) takové, Ze plati:

a) Mnozina (0,00) — E ma Lebesqueovu miru nula.

b) u je tridy C>® na Q x E.

c¢) Existuje T* > 0 tak, Ze (T*,00) C E.

d) Je-li navic v € V', potom ezistuje Ty tak, zZe (0,Ty) C E.

3. Vhodna4 slaba feseni Navierovych-Stokesovych rovnic

V predchozim odstavci jsme zminili vysledek publikovany v praci [25], v nasem
textu formulovany ve Vété 9. J. Serrin zde dokézal postacujici podminky pro to,
aby bod (xg, tg) ¢asoprostorového vélce Qr byl regularnim bodem. Otazkou, ktera
prirozené navazuje na tento vysledek, je, jak ”velkd” muze byt mnozina singularnich
bodu slabého feseni. L. Caffarelli, R. Kohn a L. Nirenberg v préci [2] pro odhad
mnoziny singularnich bodu slabého teseni pottebovali, aby toto feseni splnovalo
novou energetickou nerovnost, tzv. zobecnénou energetickou nerovnost, ktera je
tvaru

/ /|Vu|2 dt</ /(|uy +Ago>+(|u!2+27>)u-vgo> d(Q) dt

(9)
a plati pro kazdou nezapornou funkci ¢ € C3°(Qr) a pro vsechna s € (0,7).
Pozadavek, aby feseni spliiovalo rovnost (9), vedl k nésledujici definici vhodného
slabého teseni.

Definice 12 Necht

g < LiQr), ¢>5/2, (10)
divg = 0, (11)
v € H. (12)

Rekneme, Ze dvojice (w, P) je vhodné slabé vesend tilohy (1), (2), (3), (5), piip. (1),
(2), (5) pro Q= R?, jestlize

1. we L*0,T; V)NL>®(0,T; H), P e L*Qr),

2. u, P jsou méritelné funkce na Qr, které resi (1) ve smyslu distribuct,

3. reseni (u, P) spliuje (9),

4. u(t) — ug prot — 04 ve slabé topologii prostoru H.

10



Drive nez zminime velmi dulezité vysledky o vhodnych slabych feseni, které
dokéazali L. Caffarelli, R. Kohn a L. Nirenberg v préci [2], pfipomeneme si definici
jedno-dimenzionalni Haussdorffovy miry a jednodimenzionalni parabolické miry.

Necht A € R* je libovolnd mnozina a ¢ > 0. Oznacéme

HI(A) = i%f{zn; A={A; Ay}, AC| A, diam (4) =1, < 5}.

)

Potom H}(A) je pro pevné A klesajici funkef vzhledem k ¢ a jednodimenzidlni Hauss-
dorffova mira mnoziny A je definovana rovnosti H!(A) = 61i%1 H;(A).
—04

Necht (zq,t) € R*, > 0a S C Qp. Oznacme

Qrl(@o,t0)) = {(@,); |z = wo| <7 [t = to] < 2}.

Pro libovolnou A C Q7 je potom

R};(A) = HI{f{Zn, A= {er(wl,tl),Qm(wQ,t2>, ey A C UQT‘Z<{BZ7t2)7 < 5}

a jednodimenzidlni parabolickd mira mnoziny A je definovédna rovnost{ R'(A4) =
lim Rj(A).

0—04
Pripomenme si, ze pro libovolnou mnozinu S plati nerovnost

HY(A) < cRY(A), (13)

kde ¢ je konstanta nezavisla na A.

L. Caffarelli, R. Kohn a L. Nirenberg v praci [2] dokdzali za jistych pozadavki na
pocatecni rozlozeni rychlosti 7 existenci vhodného slabého feseni uvazované tlohy.
Déle ukazali, ze pro mnozinu vSech vnitinich singularnich bodu S tohoto feseni plati

HY(S) = 0. (14)

Nyni ukédzeme hlavni myslenku dikazu rovnosti (14) tak, jak byla publikovdna
v praci [2]. Zde jsou dokazany dvé néasledujici lemmata.

Lemma 13 Necht (u,P) je vhodné slabé veseni. Potom existuje € > 0 takové, Ze
pro libovolny bod (x,t) € Qr plati: Je-li

1
lim sup — / \Vaul|?z d(Q) dt < e,
r—0y T
Qr(Z,t)

potom (x,t) je requldrnim bodem tesent (u, P).

Lemma 14 Necht A je libovolny systém mnozin Q,(x,t). Potom existuje nejvyjse
spocetny podsystém N* splnujici nadsledujici dvée vlastnosti:

1. Libovolné dvé mmnoziny podsystému N* jsou navzdjem disjunktni.

2.Necht Q,.(x,t) € A. Potom existuje Q,, (i, t;) € A* tak, Ze Q.(x,t) C Qs (i, t;).

11



Nyni ukazeme rovnost (14). Pfipomenme si, ze S zna¢i mnozinu vsech sin-
gularnich bodu vhodného slabého feseni (w,P). Zvolme 6 > 0 pevné. Je ziejmé
7e pa(S) = 0 (symbolem py znacéime Lebesqueovu miru v R*). Odtud vime,
ze ke kazdému ¢ > 0 existuje libovolné oteviené okoli &/ mnoziny S takové, ze
J[|Vul? < e. Zvolme U a e pevné. Podle Lemmatu 13 ke kazdému bodu (z,t) € S

u

existuje Q. (x,t) tak, ze r < 0, Q,(x,t) CU a

/ |Vul? > r.

Qr (T.)

Potom podle Lemmatu 14 existuje posloupnost navzajem disjunktnich mnozin

{Q”(wl’tl)’Qrz(w%b), }

takovd, ze S C UQ5TZ(£ISZ, ti), U Qy, (x;,t;) C U a plati odhad

§(9) <5y <= / IV y2<_

Protoze ¢ lze zvolit libovolné malé, dostdvame R'(S) = 0 a podle (13) také
H'(S) = 0. Tim je rovnost (14) dokézéna.

Rovnost (14) je velmi ¢asto vyuzivana v nasledujici ” ditkazové technice”. Necht
(xo,to) € Qr a 6 > 0. Potom existuji dy,da, 0 < 67 < do < 6 tak, ze

{(m,t); 0 < |z — | < o, t € (o,T)} ns=0.

Vyuzitim sefezdvaci funkce lze z (1) odvodit existenci dvojice (w, Q) na mnoziné
{(m, t); |z —xo| <9, t € (0, T)}, které na této mnoziné fesi soustavu
ow

E—Aw—i—(u Vw+VQ = F, (15)

kde w soucasné spliuje (2), F je dostatecné "hladka” funkce a regularita funkce w
na mnoziné {(:v,t); |x — xo| < 61, t € (0, T)} se prenasi na funkci uw

Existence vhodného slabého feseni a (14) umoznily dokazat fadu novych vy-
sledku tykajicich se vnitini regularity w. Nyni pfipomeneme tii prace o vhodném
slabém teseni (u, P), které navic spliiuje podminku

u c Loo’g(QT>3. (16)

H. Kozono dokézal v praci [11] nésledujici vysledek: Necht (x,to) je sin-
gularnim bodem slabého teseni, které navic spliuje (16). Potom existuje € > 0
takové, ze pro kazdé o > 0 je

limsup/ (. B d(Q) > e
Bs(Xo)

t—to_
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J. Neustupa zesilil tento vysledek a dokazal v praci [19], Ze

liminf/ lu(.,t)]* d(Q) > e
t=to— JBs(a0)

Pomoci posledni nerovnosti J. Neustupa navic ukézal, Ze pro feseni spliujici (16)
a pro jakékoliv pevné ¢ je SN (2 x {t}) koneénd mnozina.

V préci [26] podal Z. Skaldk zjednodusujici dukaz tohoto vysledku. Na tyto
prace navazali L. Escauriaza, G. Seregin a V. Sverdk a v pracich [3] a [23] dokézali,
ze Teseni splnujici (16) nemd vnitini singuldrni body.

Zde zustava nékolik otevienych otazek. Za prvé, zda feseni ulohy, které navic
spliuje (16), je jiz reguldarni. Za druhé, jak odhadnout mnozinu ¢asovych okamziku,
v niz vznikaji vnitini singularni body. Napiiklad, zda je ¢ neni tato mnozina
mnozinou navzajem izolovanych bodu nebo je dokonce prazdnou mnozinou.

V druhé poloviné devadesatych let bylo publikovano nékolik vysledku, kde
autori dokézali regularitu feseni za dodatecnych predpokladu o jedné nebo dvou
slozkach Teseni.

J. Neustupa a P. Penel ukazali v praci [21], ze pokud mé vhodné slabé fesent
jednu rychlostni slozku esencidlné omezenou na libovolné oteviené podoblasti @’
mnoziny Qr, potom je SN Q' = 0.

J. Neustupa, A. Novotny a P. Penel tento vysledek jesté rozsifili v praci [20].
Je zde ukazano, ze pokud na libovolné oteviené podoblasti () mnoziny Q)7 alespon
jedna komponenta rychlosti nalezi do tfidy funkei LP9(Q'), kde 2/p + 3/q < 1/2,
p € [4,0), q € (6,00], potom SNQ" = 0.

H. Chae a L.H. Choe dokézali v praci [9], ze pokud dvé komponenty rychlosti
(zde Qr = R® x (0,T)) nalezi do t¥idy LP4(Qr), kde 2/p +3/q < 1, p € [2,00),
q € (3,00], potom SN Q' = 0.

Poznamenejme, ze vSechny zde ziskané vysledky se tykaji vnitini regularity
feSeni. Neni znamo, zda by za predpokladu, ze tyto podminky plati na celé oblasti
2, feSseni nemohlo obsahovat zadné hrani¢ni singularni body.

Necht (xg,t9) € Qr. J. Necas a J. Neustupa v praci [18] ukdzali podminky,
pii jejichz splnéni je tento bod reguldrnim bodem feSeni ulohy. Jde o podminky
Prodi-Serrinova typu a podstatné je, ze tyto podminky jsou formulovany pouze na
vnéjsku dostatecné izkého ¢asoprostorového paraboloidu s vrcholem v (g, to) a osou
rovnobéznou s ¢asovou 0soul.

4. Zobecnéna energeticka nerovnost pro vhodna slaba resSeni

Jak jsme jiz uvedli, L. Caffarelli, R. Kohn a L. Nirenberg v praci [2] mj. dokézali
existenci vhodného slabého reseni. Posledni kapitolu habilita¢ni prace tvori ¢lanek
[13] publikovany spolecné s Z. Skaldkem, ve kterém je dokazéna nésledujici véta,
rozsifujici vysledek o existenci vhodného slabého feseni.

Véta 15 Nechi Q je omezend oblast, v € W**(Q)* N'V. Potom existuje vhodné
slabé reseni (u, P) dlohy (1), (2), (3), (5). Navic

funkce w : [0,T] — H je slabé spoyjitd, (17)
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P e L™ (Qr), (18)
pro libovolnd ¢isla r, s* takovd, Ze
2/r+3/s" =3, 1<r<2, 3/2<s"<3.

Reseni navic splnuje zobecnénou energetickou nerovnost ve tvaru

/Qx{mu% d<9>+2/2/|vu\2¢ 4 dt <
S/Qx{tl} [ul' d / /IUI —+A¢) d(Q) dt + (19

/tQ/ lu|?u + 2Pu) - Vo d dt+2/ /gu¢

pro viechna ¢ € C®(Qr), ¢ > 0, pro skoro vsechna t, € [0,T] a pro viechna
to € [0,T], t1 < t3. Navic, (19) plati pro t; = 0.

Je ztejmé, ze tato véta zesiluje diive zminény vysledek L. Caffarelliho, R. Kohna
a L. Nirenberga tim zpusobem, ze testovaci funkce ¢ mohou byt vybirdny z vetsi
tridy.

Poznamenejme, ze z Véty 15 vyplyva, Ze existuje vhodné slabé feseni tlohy (1),
(2), (3), (5) spliujici soucasné nerovnost (7).

Protoze tato véta predstavuje dulezitou cast habilita¢ni prace, pfipomeneme si
hlavni myslenky jejtho dikazu. Béhem dikazu budeme symbolem ¢ znacit gener-
ickou konstantu, ktera se bude ménit fadek od fadku a bude zaviset pouze na oblasti
Q.

Necht n € N, 6, = L a p € C(0,T; H). Oznaéme
(

(p)(t) = (0) for t € (0,0,), (20)
= (t—0,) prot € [0,,T).

Necht (w,, Q,) je feseni nasledujici tlohy
w!, — Aw, + ¥(w,)Vw, + V9, = fg, (21)

wn(0) = 7. (22)

Jak je ukdzano v [13], existuje Feseni (w,, Q,) udlohy (21), (22), kde w,, €

L*(0,T; D)NL>(0,T; V), w!, € L*(0,T; H), Q, € L*(0,T; W'%(Q)), a je splnéna
nasledujici energeticka rovnost

/Qx{m} [wnl*0 dt+2/t2/ IV, |*¢ d(Q) dt =
:/QX{tl}lwn\ ¢dt+/ /I'wnl T4 A¢) d(Q) dt + (23)

/tQ/ lw, 2 ¥ (w,) +2Q,w,) - V¢ d dt+2/ /g'wngb
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Funkce w,, navic spliuji nésledujici aposteriorni odhad

||wnHL2(0,T;Vn) + ||wn||L°°(o,T; H,) S C(||QHL2(0,T; ")+ 1v[Ip), (24)

z kterého vyplyva nerovnost

1€ (wn) Ve rrs < c(llgllc2ors ) + 1711p), (25)

kde 5 3 3
-+ =4, 1<r<2 1<s<-. (26)

r s 2

Z [6] a (24) vyplyva, ze existuje konstanta K, K = K(||g|lr20,r; m), [|7|p), tak
7e Aw,,w' VO, € L™(Qr) Q, € L"* (Qr) pro viechna n a plati nasledujici
nerovnosti

[Awy[|zrs + [lwy[lLre + [V Qallzrs < K, (27)
1Ql[Lrsr < K, (28)
kde r, s spliuji (26) a
2+3 33<*<3 (29)
-+ —=3, =<s :
ro st T2

7 (27) navic vyplyva, ze {w’,} je omezenda posloupnost funkci v prostoru L*/%%/°(Qr).
7 vnoreni Lg(Q)?’ — V* navic vyplyva, ze w!, je omezena posloupnost v prostoru
L*3(0,T; V*). Odtud, z (24), z ([27], Theorem 2.1, Chapter I1I) a z (28) vyplyvé,
ze existuji (u, P), uw € L*(0,T; V)N L>=(0,T; H), P € L™ (Qr) pro libovolné r, s*
spliujict (29), a podposloupnosti {w,, } C {w,}, {9, } C {Q.} (pro jednoduchost
opét piseme {w,}, {Q,}) tak, ze

w, — u slabé v L*(0,T; V,.), (30)
w, — u silné v L*(0,T; H), (31)
|lw,(®)|lz — ||[w(t)||lg pro skoro vsechna t € (0,7), (32)
Q, — P slabé v L™ (Qr) (33)
pro libovolné r, s* spliujici (29). Navic lze ukézat, ze
U (w,) — wu slabé v L*(0,T; V), (34)
U(w,) — wsilné v L*(0,T; H). (35)
Z (30), (31), (34) a (35) vyplyvd, ze
w, — u silné v L7 (Qr) (36)
a podobné
U(w,) — wu silné v LP(Qr) (37)

pro vsechna p, g, %—l— 2 >3 pe(2,0),q€(26).
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Pouzijeme-li v (23) limitni pfechody pro n — oo, dostaneme (19). Z (30)
vyplyvd, ze w € L?(0,T; V,). Relace u € L>(0,T; H) se dokaze podobné jako v
([27], Theorem 3.1 Chapter IIL.), z (33) vyplyva, ze P € L4(Qr) a z (21), (34),
(35), (36) a (37) vyplyva, ze w a P jsou méfitelné funkce na Qp, které splnuji
(1) ve smyslu distribuci. Ukdzali jsme tedy, ze (u,P) je vhodnym slabym fesenim
ve smyslu Definice 12, které navic spliuje nerovnost (19) pro vsechny nezdporné
dostatecné hladké funkce ¢. Tim jsme ukézali hlavni myslenky dukazu Véty 15.
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