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Summary
This lecture deals with the numerical solution of Euler and Navier–Stokes equations descri-
bing motion of a compressible gas. The attention is paid namely to the case of transonic flow,
where the nonlinearity of the convective terms plays very important role. Numerical solution is
obtained using several variants of finite volume method.

The first theoretical section analyses numerical methods for simplified scalar case and shows
several theoretical results concerning stability and convergence of the so called TV-stable me-
thods for multidimensional cases as well as for the cases with non-linear source term. Next, the
stability of a first order method for convection-diffusion problem is analyzed.

The second part describes extension of numerical methods for the case of non-linear sys-
tems. The theory is very complicated in this case and therefore numerical methods for systems
are obtained by simple extension of scalar methods.

Third part shows numerical results obtained by application of several numerical methods to
following cases:

• two-dimensional inviscid transonic flows through GAMM channel,

• two-dimensional inviscid transonic flows through axial and radial turbine cascades and
through an axial compressor cascade,

• inviscid flow over two-dimensional profile NACA 0012 in subsonic and transonic regime,

• laminar flow over two-dimensional profile NACA 0012 for low Reynolds number (Re =
500),

• three-dimensional inviscid transonic flows through three configurations of test channel,

• three-dimensional inviscid transonic flows through stator row of low-pressure stage of a
steam turbine.
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Souhrn
Tato přednáška se zabývá problematikou numerického řešenı́ Eulerových a Navierových–Sto-
kesových rovnic popisujı́cı́ch prouděnı́ stlačitelné tekutiny. Zaměřuje se předevšı́m na přı́pad
transonického prouděnı́, kdy se projevuje velmi významně nelinearita těchto rovnic. Numerické
řešenı́ je v zı́skáváno pomocı́ metody konečných objemů v několika různých implementacı́ch.

V prvnı́, teoretické, části jsou analyzovány numerické metody pro zjednodušený přı́pad
skalárnı́ rovnice a jsou zde ukázány některé původnı́ výsledky týkajı́cı́ se tzv. TV stability
schémat pro rovnice se zdrojovými členy a pro vı́cerozměrné úlohy. Dále je vyšetřována stabi-
lita metody prvnı́ho řádu pro problém konvekce a konvekce s disipacı́.

Ve druhé části jsou popsány numerické metody pro řešenı́ nelineárnı́ch systémů. Zde však
nenı́ k disposici dostatek teoretických výsledků a proto je přechod k systémům proveden pouze
jako rozšı́řenı́ skalárnı́ch metod.

Třetı́ část ukazuje výsledky výpočtů prouděnı́ pro následujı́cı́ testovacı́ a aplikačnı́ přı́pady:

• dvourozměrné nevazké transsonické prouděnı́ tzv. GAMM kanálem,

• dvourozměrné nevazké transsonické prouděnı́ axiálnı́ a radiálnı́ turbı́novou mřı́žı́ a axiálnı́
kompresorovou mřı́žı́,

• nevazké obtékánı́ dvourozměrného profilu NACA 0012 v subsonickém a transsonickém
režimu,

• laminárnı́ obtékánı́ dvourozměrného profilu NACA 0012 pro nı́zkou hodnotu Reynold-
sova čı́sla (Re = 500),

• trojrozměrné nevazké transonické prouděnı́ třemi konfiguracemi kanálu,

• trojrozměrné nevazké transonické prouděnı́ statorovou řadou nı́zkotlakého stupně parnı́
turbı́ny.
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1.1 Jednorozměrný přı́pad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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1.5 Metoda konečných objemů pro obecné sı́tě pro problém konvekce s difuzı́ . . . 10
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1 TV-stabilnı́ metody pro skalárnı́ problémy

1.1 Jednorozměrný přı́pad
Předpokládejme počátečnı́ úlohu pro skalárnı́ nelineárnı́ rovnici ut + f(u)x = 0 s počátečnı́
podmı́nkou u(x, 0) = u0(x). Existence klasického řešenı́ této úlohy je v nelineárnı́ přı́padě
omezená jen na časový interval t ∈ (0, tkrit), kde kritický čas tkrit závisı́ na počátečnı́ podmı́nce
a na tvaru funkce f [11].

Z toho důvodu je třeba uvažovat poněkud obecnějšı́ třı́du řešenı́. V této práci byla zvolena
třı́da tzv. slabých řešenı́ (viz. [11])

Definice 1.1 Necht’ u0 ∈ L1(Rd) ∩ L∞(Rd), u ∈ L∞(Rd+1), kde u(t,x) = 0 pro t < 0.
Potom nazýváme funkci u slabým řešenı́m výše uvedené počátečnı́ úlohy pokud platı́ ve smyslu
distribucı́ (symbol δt=0 označuje distribuci danou předpisem < δt=0, φ >= φ(x, 0))

ut + f(u)x = u0δt=0. (1)

Numericky je toto slabé řešenı́ počı́táno pomocı́ metody konečných objemů, jejı́ž explicitnı́
variantu lze pro jednorozměrný přı́pad zapsat ve tzv. konzervativnı́m tvaru jako

un+1
i = uni −

∆t

∆x

(
fni+1/2 − fni−1/2

)
. (2)

Funkce fni+1/2 = f(uni , u
n
i+1) jsou tzv. numerické toky aproximujı́cı́ tok f(u).

Je známo, že možnost použitı́ tzv. klasických numerických metod vyššı́ho řádu (např. cent-
rálnı́ho nebo Laxova-Wendroffova schématu) je omezeno jen na přı́pady, kdy řešenı́ neobsahuje
nespojitosti či velké gradienty. To ovšem v přı́padě nelineárnı́ch rovnic nelze zaručit. Z toho
důvodu se ke klasickým schématům přidává tzv. umělá vazkost. Volba tvaru umělé vazkosti a
jejı́ch konstant většinou nenı́ většinou založena na žádných teoretických analýzách a je často
pouze výsledkem numerických experimentů.

V této přednášce bylo zvoleno použitı́ metod jež jsou systematicky vystavěny na teorii ne-
lineárnı́ stability ve smyslu totálnı́ variace. Totálnı́ variacı́ numerického řešenı́ přitom rozumı́me

TV (un) =
∑

i

|uni − uni−1|. (3)

Pomocı́ totálnı́ variace lze definovat tzv. TV-stabilnı́ metody pomocı́ následujı́cı́ definice

Definice 1.2 Numerická metoda (2) s konzistentnı́m Lipschitzovsky spojitým numerickým to-
kem nazveme TV-stabilnı́ právě tehdy, když pro každou počátečnı́ podmı́nku u0 s kompaktnı́m
nosičem a omezenou variacı́ a pro libovolné T > 0 existujı́ konstanty R,M a ∆0 nezávislé na
∆x a ∆t takové, že numerické řešenı́ zı́skané na sı́ti s ∆x ≤ ∆0 a ∆t ≤ ∆0

∆t

T/∆t∑

n=0

TV (un) ≤ R, (4)

uni = 0 pro i∆x /∈ (−M,M) a n∆t < T. (5)

Jednı́m z nejvýznamnějšı́ch teoretických výsledků týkajı́cı́ch se TV-stabilnı́ch metod je tzv.
Laxova–Wendoffova věta, která ukazuje, že za určitých předpokladů je limitou každé konver-
gentnı́ posloupnost numerických řešenı́ zı́skaných TV-stabilnı́ metodou při ∆x→ 0 slabé řešenı́
původnı́ho problému.

Tato věta lze využı́t k důkazu konvergence tzv. TVD total variation diminishing schémat,
která jsou definována takto:
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Definice 1.3 Numerické schéma (2) nazveme TVD právě tehdy, když pro totálnı́ variaci nume-
rického řešenı́ platı́

TV (un+1) ≤ TV (un). (6)

TVD schémata jsou TV-stabilnı́ ve smyslu výše uvedené definice. Dále lze s využitı́m kom-
paktnosti množiny funkcı́ s omezenou variacı́ a Laxovy–Wendroffovy věty dokázat konvergenci
ke slabému řešenı́ (viz. [11]).

1.2 Vı́cerozměrný přı́pad
Rozšı́řenı́ TV-stability na vı́cerozměrný přı́pad je poněkud komplikováno skutečnostı́, že z ome-
zenosti totálnı́ variace vyplývá ve vı́cerozměrném přı́padě nı́zký řád schématu (viz [8]). Proto
je zde uvedena slabšı́ podmı́nka omezenosti totálnı́ variace

lim
∆x→0

∆x∆t

T/∆t∑

n=0

TV (un) = 0, (7)

umožňujı́cı́ určitý růst variace při ∆x,∆y → 0.
Uvažujme počátečnı́ úlohu

∂u

∂t
+
∂fi(u)

∂xi
=0, (8)

u(., t) =u0, (9)

a numerické schéma

un+1
i,j = uni,j −

∆t

∆x

(
fni+1/2,j − fni−1/2,j

)
− ∆t

∆y

(
gni,j+1/2 − gni,j−1/2

)
. (10)

Pro analýzu tohoto typu metod se spı́še než původnı́ varianta Laxovy–Wendroffovy věty dle
[11] hodı́ modifikovaná verzi této věty využı́vajı́cı́ tuto zeslabenou podmı́nku pro variaci.

Věta 1.4 (Lax-Wendroff, slabá TV omezenost) Mějme posloupnost numerických řešenı́ ozna-
čených jakoUl(x, y, t) zı́skaných na sı́tı́ch ∆xl,∆yl,∆tl → 0 pro l →∞ zı́skaných pomocı́ (18)
s konzistentnı́mi a Lipschitzovsky spojitými numerickými toky. Předpokládejme, žeUl konverguje
k nějaké funkci u při l →∞ v tomto smyslu:

1. Pro každou omezenou oblast Ω = [a, b]× [c, d]× [0, T ] je
∫ T

0

∫ d

c

∫ b

a

|Ul(x, y, t)− u(x, y, t)| dx dy dt→ 0 při l →∞ (11)

2. existuje konstanta M > 0 taková, že

|Ul(x, y, t)| < M pro (x, y, t) ∈ Ω (12)

3. pro každé T > 0

lim
l→∞

(∆xl + ∆yl)

∫ T

0

TV (Ul(., ., t)) dt→ 0 (13)

Potom u(x, y, t) je slabé řešenı́ počátečnı́ úlohy (8).

Zde Ul(x, y, t) označuje po částech konstantnı́ funkci, jejı́ž hodnoty jsou pro každou buňku
výpočetnı́ sı́tě dány diskrétnı́mi hodnotami uni,j.

Tato varianta je vhodná pro rozšı́řenı́ na vı́cerozměrný přı́pad pomocı́ postupu uveřejněného
v [2]. S využitı́m výsledků z [1] se podařilo modifikovat tzv. TVD MacCormackovo schémata
v Davisově a v Causonově verzi tak, aby splňovala předpoklady věty o konvergenci z [1] a tudı́ž
aby byla konvergentnı́.
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1.3 Vı́cerozměrný přı́pad s uvažovánı́m zdrojových členů
Dále je rozebı́rána počátečnı́ úloha pro skalárnı́ rovnici se zdrojovým členem

∂u

∂t
+
∂fi(u)

∂xi
=s(u), (14)

u(., t) =u0. (15)

Podobně jako pro přı́pad bez zdrojových členů je zavedeno slabé řešenı́ jako funkce splňujı́cı́
ve smyslu distribucı́ rovnost

∂u

∂t
+
∂fi(u)

∂xi
= u0δt=0 + s(u)θ(t), (16)

kde

θ(t) =

{
1 for t ≥ 0,

0 for t < 0.
(17)

Numerické řešenı́ je zı́skáno pomocı́ explicitnı́ TV-stabilnı́ či slabě TV-stabilnı́ metody pro
konvektivnı́ členy a Eulerovy metody prvnı́ho řádu pro zdrojový člen. Dvourozměrná varianta
schématu je tedy

un+1
i,j = uni,j −

∆t

∆x

(
fni+1/2,j − fni−1/2,j

)
− ∆t

∆y

(
gni,j+1/2 − gni,j−1/2

)
+ ∆ts(uni ). (18)

Při důkaz konvergence tohoto schématu se opı́rá o upravenou Laxovu–Wendroffovu větu
(viz str. 30):

Věta 1.5 (Lax-Wendroff, slabá TV omezenost, zdrojový člen) Mějme posloupnost numeric-
kých řešenı́ Ul(x, y, t) zı́skaných na sı́tı́ch ∆xl,∆yl,∆tl → 0 pro l → ∞ zı́skaných pomocı́
(18) s konzistentnı́mi a Lischitzovsky spojitými numerickými toky. Necht’ zdrojový člen s(u) je
stejnoměrně Lipschitzovsky spojitý (tj. existuje Ks > 0 takové, že |s(a)− s(b)| ≤ Ks|a − b|).
Předpokládejme, že Ul konverguje k nějaké funkci u při l →∞ v tomto smyslu:

1. Pro každou omezenou oblast Ω = [a, b]× [c, d]× [0, T ] je

∫ T

0

∫ d

c

∫ b

a

|Ul(x, y, t)− u(x, y, t)| dx dy dt→ 0 při l →∞ (19)

2. existuje konstanta M > 0 taková, že

|Ul(x, y, t)| < M pro (x, y, t) ∈ Ω (20)

3. pro každé T > 0

lim
l→∞

(∆xl + ∆yl)

∫ T

0

TV (Ul(., ., t)) dt→ 0 (21)

Potom u(x, y, t) je slabé řešenı́ počátečnı́ úlohy (14).

Dále jsou v práci za sestaveny následujı́cı́ odhady platı́cı́ za předpokladu TVD vlastnosti
schématu pro konvektivnı́ členy a Lipschitzoskosti s(u):

• TV (un+1) ≤ (1 + ∆tKs)TV (un),
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• ‖un‖∞ ≤ K∞‖u0‖∞ +K ′∞|s(0)|,
• TVT (u) ≤ KTV TV (u0) +K0‖u0‖,

kde TVT označuje totálnı́ variaci jak v prostoru, tak v čase pro t < T .
Pomocı́ těchto odhadů je dokázána TV-stabilita metody a navı́c poslednı́ odhad zaručuje

kompaktnost posloupnosti Ul a tudı́ž existenci konvergentnı́ podposloupnosti, což v důsledku
znamená existenci u v upravené Laxově–Wendroffově větě a tedy existenci slabého řešenı́
počátečnı́ úlohy.

1.4 Metoda konečných objemů pro obecné sı́tě
Dalšı́ část práce se zabývá řešenı́m vı́cerozměrných problémů pomocı́ metody konečných ob-
jemů na obecných sı́tı́ch. Standardnı́m postupem je odvozeno explicitnı́ schéma ve tvaru

un+1
i = uni −∆tR(un)i, (22)

kde uni aproximuje střednı́ hodnotu řešenı́ v buňce Ωi a R(un)i je (pro buňky nedotýkajı́cı́ se
hranice oblasti)

R(un)i =
1

|Ωi|
∑

j

|Γij|f(uni , u
n
j ,nij). (23)

Zde Ωi je kontrolnı́ objem s indexem i, j probı́há přes všechny takové indexy, pro které je
dim(Ωi ∩ Ωj) = d− 1 Γij je rozhranı́ mezi Ωi a Ωj rozhranı́, nij je jednotková normála na Γij
orientovaná do objemu Ωj . Funkce f je zde tzv. numerický tok.

Je zde vyšetřena základnı́ metoda typu upwind pro lineárnı́ rovnici ut + ∇(au) = 0 a je
ukázáno, že podmı́nka stability může být formulována jako podmı́nka monotonie schématu což
vede na

∆t ≤ |Ωi|∑
j|Γij|(a · nij)+

, (24)

kde (.)+ = max(., 0).
Dále je odvozena implicitnı́ metoda založená na linearizaci zpětné Eulerovy metody pro

diskretizaci v čase. Tato implicitnı́ metoda má tvar(
I

∆t
+
∂R

∂u

∣∣∣∣
un

)(
un+1 − un

)
= −R(un), (25)

a je ukázáno (opět pro metodu typu upwind a lineárnı́ problém), že tato metoda je nepodmı́něně
stabilnı́.

Dále jsou popsány tři metody pro zı́skánı́ schémat vyššı́ho řádu a to použitı́ klasických
metod s umělou vazkostı́, klasických metod s umělou vazkostı́ TVD typu a použitı́ základnı́
metody doplněné o interpolace (nazývané též rekonstrukcemi) řešenı́. Prvnı́ dva přı́stupy nejsou
dále rozebı́rány, nebot’ jsou vhodné pouze pro přı́pad strukturovaných sı́tı́. Pozornost je dále
věnována třetı́ variantě, kdy je v každém kroku prováděna interpolace řešenı́.

V literatuře lze nalézt mnoho různých postupů interpolace. V této práci byla zvolena inter-
polace tzv. ENO (neboli essentially non-oscillatory) typu (viz. např. [9]). Ta byla kvůli snadnějšı́
implementaci autorem modifikována (viz. [6]). Takto vzniklá WLSQR (weighted least-square)
metoda byla dále rozšı́řena na implicitnı́ metodu. Výsledná implicitnı́ metoda je vyššı́ho řádu
v prostoru a prvnı́ho řádu v čase a je tedy vhodná hlavně pro řešenı́ stacionárnı́ch problémů:

(
I

∆t
+
∂R1

∂u

∣∣∣∣
un

)(
un+1
i − un+1

i

)
= −R2(un)i (26)

Zde R1 je reziduum počı́tané pomocı́ metody prvnı́ho řádu a R2 je počı́tané pomocı́ vyššı́ho
řádu.
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1.5 Metoda konečných objemů pro obecné sı́tě pro problém konvekce
s difuzı́

Metody pro konvektivnı́ problémy jsou dále rozšı́řeny na problémy s difuzı́ popsané rovnicı́
ut + ∇f(u) = µ∆u. Metodou konečných objemů jsou diskretizovány jak konvektivnı́, tak
difuzivnı́ členy. Je zde opět odvozena podmı́nka stability explicitnı́ metody prvnı́ho řádu typu
upwind pro lineárnı́ rovnici:

∆t ≤ |Ωi|
∑

j|Γij|
[
(a · nij)+ + µ

(xj−xi)·nij

] . (27)

Tato podmı́nka je platná však jen pro omezenou třı́du sı́tı́.
Podobně jako pro přı́pad samotné konvekce je odvozena implicitnı́ metoda a to jak prvnı́ho,

tak vyššı́ho řádu v prostoru.

2 Rozšı́řenı́ pro systémy rovnic
V této kapitole je popsáno rozšı́řenı́ pro hyperbolické systémy rovnic a to jak v jednorozměrném,
tak ve vı́cerozměrném přı́padě. Zde bohužel nenı́ známo dostatek teoretických výsledků. Proto
je tento proces pouze extrapolacı́ principů platných pro skalárnı́ problémy. Je zde popsáno
několik typů schémat a to jak pro přı́pady strukturovaných sı́tı́, tak pro nestrukturované sı́tě
a to včetně implicitnı́ metody.

3 Řešenı́ několika problémů prouděnı́
Teoretická analýza schémat byla provedena jen ve skalárnı́m přı́padě. Proto je třeba při jejich
aplikaci na systémy Eulerových či Navierových–Stokesových rovnic postupovat velmi opatrně.
Nelze se spolehnout pouze na výsledky zı́skané jednı́m typem metody nebo dokonce jediným
schématem. Proto je v práci porovnáno často několik metod a to jak na stejných, tak na naprosto
rozdı́lných sı́tı́ch. V některých přı́padech je provedeno též srovnánı́ s výsledky jiných autorů,
např. [3], [10]. V jednom z přı́padů je provedeno dokonce srovnánı́ s experimentálnı́mi daty
zı́skanými v ÚT ČSAV [12].

Jmenovitě jsou zde řešeny následujı́cı́ přı́pady:

• Dvourozměrné nevazké transonické prouděnı́ tzv. GAMM kanálem. Zde se jedná přede-
všı́m o testovacı́ přı́pad. Srovnánı́ výsledků ukazuje různou kvalitu zachycenı́ rázové vlny
a tzv. Zierepovy singularity pro různé typy schémat.

• Dvourozměrné nevazké transonické prouděnı́ axiálnı́ a radiálnı́ turbı́novou mřı́žı́ a axiálnı́
kompresorovou mřı́žı́. Toto je přı́pad prouděnı́ v relativně komplikované geometrii a to
předevšı́m pro přı́pad turbı́nových mřı́žı́. Zde se ukazuje výrazný vliv výpočetnı́ sı́tě. Je
ukázáno, že výsledky zı́skané na jednoduché strukturované sı́ti tzv. typu H jsou značně
znehodnoceny špatnou kvalitou sı́tě v okolı́ tupé náběžné hrany. Proto jsou v této práci
upřednostňovány v takovýchto přı́padech tzv. nestrukturované sı́tě.

• Nevazké obtékánı́ dvourozměrného profilu NACA 0012 v subsonickém a transonickém
režimu.
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• Laminárnı́ obtékánı́ dvourozměrného profilu NACA 0012 pro nı́zkou hodnotu Reynold-
sova čı́sla (Re = 500). Oba tyto přı́pady obtékánı́ patřı́ de facto ke standardnı́m tes-
tovacı́m přı́padům pro vnějšı́ aerodynamiku. Pro přı́pad vazkého prouděnı́ je úmyslně
zvoleno velmi nı́zké Reynoldsovo čı́slo kvůli zaručenı́ laminárnı́ho charakteru prouděnı́.

• Trojrozměrné nevazké transonické prouděnı́ třemi konfiguracemi kanálu. I zde se jedná
předevšı́m o testovacı́ přı́pady. Geometrie kanálu byly volena jako jednoduché modifikace
dvourozměrné varianty.

• Trojrozměrné nevazké transonické prouděnı́ statorovou řadou nı́zkotlakého stupně parnı́
turbı́ny. Zde se jedná opět o prouděnı́ v komplikované geometrii. Přestože ve dvou-
rozměrném přı́padě byly preferovány nestrukturované sı́tě, je zde použita sı́t’ strukturo-
vaná a to hlavně kvůli snadnosti implementace schématu.

Ve všech přı́padech se ukázala použitelnost popisovaných metod pro řešenı́ transonického
prouděnı́ ve 2D i 3D a to i pro přı́pad komplikované geometrie.

4 Závěr
Přednáška prezentuje několik původnı́ch výsledků týkajı́cı́ch se numerických metod pro řešenı́
skalárnı́ch problémů. Tyto numerické metody jsou poté rozšı́řeny na systémy Eulerových a
Navierových–Stokesových rovnic a v poslednı́ části je řešenı́m několika problémů prouděnı́
ukázána jejich použitelnost pro přı́pad transonického prouděnı́. Je zde také ukázána výhodnost
implicitnı́ metody a to hlavně pro přı́pad vazkého prouděnı́.
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[6] Jiřı́ Fürst. Numerical modeling of the transonic flows using TVD and ENO schemes. PhD
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