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Summary

This lecture deals with the numerical solution of Euler and Navier—Stokes equations descri-
bing motion of a compressible gas. The attention is paid namely to the case of transonic flow,
where the nonlinearity of the convective terms plays very important role. Numerical solution is
obtained using several variants of finite volume method.

The first theoretical section analyses numerical methods for simplified scalar case and shows
several theoretical results concerning stability and convergence of the so called TV-stable me-
thods for multidimensional cases as well as for the cases with non-linear source term. Next, the
stability of a first order method for convection-diffusion problem is analyzed.

The second part describes extension of numerical methods for the case of non-linear sys-
tems. The theory is very complicated in this case and therefore numerical methods for systems
are obtained by simple extension of scalar methods.

Third part shows numerical results obtained by application of several numerical methods to
following cases:

e two-dimensional inviscid transonic flows through GAMM channel,

e two-dimensional inviscid transonic flows through axial and radial turbine cascades and
through an axial compressor cascade,

e inviscid flow over two-dimensional profile NACA 0012 in subsonic and transonic regime,

e laminar flow over two-dimensional profile NACA 0012 for low Reynolds number (lZe =
500),

e three-dimensional inviscid transonic flows through three configurations of test channel,

e three-dimensional inviscid transonic flows through stator row of low-pressure stage of a
steam turbine.



Souhrn

Tato predndSka se zabyva problematikou numerického feSeni Eulerovych a Navierovych—Sto-
kesovych rovnic popisujicich proudéni stlaitelné tekutiny. Zamétuje se predev§im na piipad
transonického proudéni, kdy se projevuje velmi vyznamné nelinearita téchto rovnic. Numerické
feseni je v ziskdvano pomoci metody kone¢nych objemt v nékolika riznych implementacich.

V prvni, teoretické, Casti jsou analyzovdny numerické metody pro zjednoduSeny piipad
skalarni rovnice a jsou zde ukdzany nékteré ptivodni vysledky tykajici se tzv. TV stability
schémat pro rovnice se zdrojovymi ¢leny a pro vicerozmérné ulohy. Déle je vySetfovédna stabi-
lita metody prvniho fddu pro problém konvekce a konvekce s disipaci.

Ve druhé ¢asti jsou popsany numerické metody pro feSeni nelinedrnich systému. Zde vSak
neni k disposici dostatek teoretickych vysledku a proto je pfechod k systémim proveden pouze
jako rozsiteni skaldrnich metod.

Treti ¢ast ukazuje vysledky vypocti proudéni pro nasledujici testovaci a aplikacni piipady:

e dvourozmérné nevazké transsonické proudéni tzv. GAMM kandlem,

e dvourozmérné nevazké transsonické proudéni axidlni a radidlni turbinovou mfiZi a axidlni
kompresorovou miizi,

e nevazké obtékani dvourozmérného profilu NACA 0012 v subsonickém a transsonickém
rezimu,

e laminarni obtékani dvourozmérného profilu NACA 0012 pro nizkou hodnotu Reynold-
sova Cisla (Re = 500),

e trojrozmérné nevazké transonické proudéni tfemi konfiguracemi kanélu,

e trojrozmérné nevazké transonické proudéni statorovou fadou nizkotlakého stupné parni
turbiny.
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1 TV-stabilni metody pro skalarni problémy

1.1 Jednorozmérny pripad

Predpoklddejme pocatecni dlohu pro skaldrni nelinearni rovnici u; + f(u), = 0 s pocatecni
podminkou u(z,0) = wg(z). Existence klasického feSeni této dlohy je v nelinedrni piipadé
omezend jen na Casovy interval t € (0, x4 ), kde kriticky ¢as ty,.;; zavisi na poCate¢ni podmince
a na tvaru funkce f [11].

Z toho divodu je tfeba uvazovat ponékud obecnéjsi tiidu feSeni. V této praci byla zvolena
tfida tzv. slabych feSeni (viz. [11])

Definice 1.1 Nechf uy € L'(R?) N L>®(RY), u € L®(RY), kde u(t,x) = 0 prot < 0.
Potom nazyvdme funkci u slabym feSenim vyse uvedené pocdtecni iilohy pokud plati ve smyslu
distribuci (symbol 0,y oznacuje distribuci danou pfedpisem < 0,—g, » >= ¢(x,0))

g+ f(u)s = upd=o. (D

Numericky je toto slabé feSeni pocitdino pomoci metody konecnych objemd, jejiz explicitni
variantu Ize pro jednorozmérny ptipad zapsat ve tzv. konzervativnim tvaru jako

uptt = — Ax ( i+1/2 — fi—1/2) : ()
Funkce f}',, , = f(u}', u,;) jsou tzv. numerické toky aproximujici tok f (u).

Je zndmo, Ze moznost pouZiti tzv. klasickych numerickych metod vyssiho fadu (napft. cent-
ralniho nebo Laxova-Wendroffova schématu) je omezeno jen na piipady, kdy feSeni neobsahuje
nespojitosti ¢i velké gradienty. To ov§em v pfipad€ nelinedrnich rovnic nelze zarucit. Z toho
divodu se ke klasickym schématim pridava tzv. uméla vazkost. Volba tvaru umélé vazkosti a
jejich konstant vétSinou neni vétSinou zaloZena na zadnych teoretickych analyzach a je Casto
pouze vysledkem numerickych experimentu.

V této predndsce bylo zvoleno pouziti metod jez jsou systematicky vystavény na teorii ne-
linearni stability ve smyslu fotdini variace. Totalni variaci numerického feSeni pfitom rozumime

TV(u") =) Juf —uilyl. 3)
i
Pomoci totdlni variace lze definovat tzv. TV-stabilni metody pomoci ndsledujici definice

Definice 1.2 Numerickd metoda s konzistentnim Lipschitzovsky spojitym numerickym to-
kem nazveme TV-stabilni prdvé tehdy, kdyZ pro kazdou pocdtedni podminku wy s kompaktnim
nosi¢em a omezenou variaci a pro libovolné T' > 0 existuji konstanty R,M a A nezdvislé na
Ax a At takové, Ze numerické Feseni ziskané na siti s Ax < A0 a At < Ay

T/At
AtY TV(u") <R, )

n=0
ul =0pro iAx ¢ (—M, M) a nAt <T. ®)

Jednim z nejvyznamnéjsich teoretickych vysledki tykajicich se TV-stabilnich metod je tzv.
Laxova—Wendoffova véta, kterd ukazuje, Ze za urcitych predpokladi je limitou kazdé konver-
gentni posloupnost numerickych feseni ziskanych TV-stabilni metodou pii Ax — 0 slabé feseni
ptavodniho problému.

Tato véta lze vyuZit k dikazu konvergence tzv. TVD total variation diminishing schémat,
kterd jsou definovana takto:



Definice 1.3 Numerické schéma (2) nazveme TVD prdvé tehdy, kdyZ pro totdlnt variaci nume-
rického teSeni plati

TV (™) < TV (u"). (6)

TVD schémata jsou TV-stabilni ve smyslu vySe uvedené definice. Ddle 1ze s vyuZitim kom-

paktnosti mnoZiny funkci s omezenou variaci a Laxovy—Wendroffovy véty dokdzat konvergenci
ke slabému reSeni (viz. [11]).

1.2 Vicerozmérny pripad

Rozsiteni T'V-stability na vicerozmérny piipad je ponékud komplikovéano skutec¢nosti, Ze z ome-
zenosti totdlni variace vyplyva ve vicerozmérném piipad€ nizky fdd schématu (viz [8]). Proto
je zde uvedena slabsi podminka omezenosti totdlni variace

T/At
Al;lpgo AxAt nz:% TV (u") =0, (7)

umoziujici urcity rast variace pii Az, Ay — 0.
Uvazujme pocatecni ulohu

Ou  Ofi(u)
hutind —0 8
ot " on, U ®
u(.,t) =uo, &)

a numerické schéma
At At
n+1 n n n n n

UJ =u;; = Ar ( i+1/25 fi—l/?,j) - A—y (gi,j+1/2 - gi,j—l/?) . (10)

Pro analyzu tohoto typu metod se spiSe nez puivodni varianta Laxovy—Wendroffovy véty dle
[11] hodi modifikovana verzi této véty vyuZivajici tuto zeslabenou podminku pro variaci.
Véta 1.4 (Lax-Wendroff, slaba TV omezenost) Mé&jme posloupnost numerickych ieseni ozna-
Cenych jako U)(x,y, t) ziskanych na sitich Ax;, Ay, At; — 0 prol — oo ziskanych pomoci (18)
s konzistentnimi a Lipschitzovsky spojitymi numerickymi toky. Predpoklddejme, Ze U, konverguje
k néjaké funkci u pri l — oo v tomto smyslu:

1. Pro kazdou omezenou oblast ) = [a,b] X [c,d] x [0,T] je

T pd b
/ / / \Ui(z,y,t) — u(z,y,t)| dedydt — 0 pFil — oo (11)
0 c a
2. existuje konstanta M > 0 takovd, Ze
Ui(z, y,t)] < M pro (z,y,t) € Q (12)
3. prokazdé T > 0
T
— 00 0

Potom u(x,y,t) je slabé FeSeni poldtecni iilohy (8).

Zde Uj(x,y,t) oznaluje po Castech konstantni funkci, jejiz hodnoty jsou pro kazdou buiiku
vypocetni sit¢ dany diskrétnimi hodnotami uy;.

Tato varianta je vhodna pro rozsifeni na vicerozmérny piipad pomoci postupu uvetrejnéného
v [2]. S vyuzitim vysledki z [1] se podafilo modifikovat tzv. TVD MacCormackovo schémata
v Davisové a v Causonové verzi tak, aby splitovala predpoklady véty o konvergenci z [ 1] a tudiz
aby byla konvergentni.



1.3 Vicerozmérny piipad s uvazovanim zdrojovych ¢lenu

Dile je rozebirdna pocatecni uloha pro skaldrni rovnici se zdrojovym ¢lenem

ou  fiw)

o . =s(u), (14)
u(.,t) =up. (15)

Podobn¢ jako pro piipad bez zdrojovych ¢lenti je zavedeno slabé feSeni jako funkce spliujici
ve smyslu distribuci rovnost

ou  Ofi(u)
ot + or; uodi—o + s(u)0(t), (16)
kde
1 fort>0
of) — >0, 17
(t) {0 fort < 0. 0

Numerické feseni je ziskdno pomoci explicitni TV-stabilni ¢i slabé TV-stabilni metody pro
konvektivni ¢leny a Eulerovy metody prvniho fddu pro zdrojovy ¢len. Dvourozmérnd varianta
schématu je tedy

1 At At

uiy =iy = g (g = fiaey) — Ay (8754172 — 81y1y0) + Ats(uf).  (18)

Pri diikaz konvergence tohoto schématu se opird o upravenou Laxovu—Wendroffovu vétu
(viz str. 30):

Véta 1.5 (Lax-Wendroff, slaba TV omezenost, zdrojovy ¢len) Mé&jme posloupnost numeric-
kych FeSeni U,(x,y,t) ziskanych na sitich Ax;, Ay, At; — 0 pro | — oo ziskanych pomoci
(18) s konzistentnimi a Lischitzovsky spojitymi numerickymi toky. Necht zdrojovy &len s(u) je
stejnomérné Lipschitzovsky spojity (1j. existuje K; > 0 takové, Ze |s(a) — s(b)| < Kila — b|).
Predpoklddejme, Ze U; konverguje k néjaké funkci u pri | — oo v tomto smyslu:

1. Pro kazdou omezenou oblast ) = [a,b] x [c,d] x [0,T] je
T rd b
/ / / \Ui(z,y,t) — u(z,y,t)| dedydt — 0 pFil — oo (19)
0 c a

2. existuje konstanta M > 0 takovd, Ze

\Ui(z,y,t)] < M pro (z,y,t) € Q (20)

3. prokazdé T > 0
T
0

l—o0
Potom u(z,y, t) je slabé FeSeni pocdtecni iilohy (14).

Diéle jsou v prici za sestaveny ndsledujici odhady platici za predpokladu TVD vlastnosti
schématu pro konvektivni ¢leny a Lipschitzoskosti s(u):

o TV(u'*) < (14 AtK,)TV(u"),



o [[u"|oo < Kool[t®loe + KL |5(0)],
o TVr(u) < KpyTV (u°) + Kol[u,

kde TV oznacuje totdlni variaci jak v prostoru, tak v ¢ase prot < 7.

Pomoci téchto odhadl je dokdzana TV-stabilita metody a navic posledni odhad zarucuje
kompaktnost posloupnosti U; a tudiz existenci konvergentni podposloupnosti, coz v diisledku
znamend existenci u v upravené Laxové—Wendroffové vété a tedy existenci slabého feSeni
pocétecni ulohy.

1.4 Metoda konec¢nych objemu pro obecné sité

Y/ V2

Dalsi ¢ast prace se zabyva feSenim vicerozmérnych problémi pomoci metody kone¢nych ob-
jemu na obecnych sitich. Standardnim postupem je odvozeno explicitni schéma ve tvaru

u'tt = ul — AtR(u™);, (22)

kde u}" aproximuje stfedni hodnotu feSeni v buiice €2; a R(u"); je (pro buiiky nedotykajici se
hranice oblasti)

e

Zde €2; je kontrolni objem s indexem ¢, j probihd pfes vSechny takové indexy, pro které je
dim(Q; N Q) = d — 1 T;; je rozhrani mezi ; a Q; rozhrani, n;; je jednotkovéd normdla na T';;
orientovand do objemu (2;. Funkce f je zde tzv. numericky tok.

Je zde vySetifena zdkladni metoda typu upwind pro linedrni rovnici u; + V(au) = 0 a je
ukdzano, ze podminka stability miZe byt formulovana jako podminka monotonie schématu coz
vede na o

< (2
M

(24)

kde ()t = max(.,0).
Diéle je odvozena implicitni metoda zaloZend na linearizaci zpétné Eulerovy metody pro
diskretizaci v Case. Tato implicitni metoda mé tvar

(é + (Z—}j ) ("' —u") = —R(u"), (25)
a je ukdazano (opét pro metodu typu upwind a linearni problém), Ze tato metoda je nepodminéné
stabilni.

Déle jsou popsdny tii metody pro ziskdni schémat vysSiho fddu a to pouZiti klasickych
metod s umélou vazkosti, klasickych metod s umélou vazkosti TVD typu a pouZiti zdkladni
metody doplnéné o interpolace (nazyvané téz rekonstrukcemi) feSeni. Prvni dva piistupy nejsou
ddle rozebirdny, nebof jsou vhodné pouze pro piipad strukturovanych siti. Pozornost je déle
vénovana tieti varianté, kdy je v kazdém kroku provddéna interpolace feseni.

V literatufe 1ze nalézt mnoho riiznych postupt interpolace. V této praci byla zvolena inter-
polace tzv. ENO (neboli essentially non-oscillatory) typu (viz. napf. [9]). Ta byla kviili snadné&jsi
implementaci autorem modifikovédna (viz. [6]). Takto vzniklda WLSQR (weighted least-square)

metoda byla ddle rozSifena na implicitni metodu. Vyslednd implicitni metoda je vyssiho fadu
v prostoru a prvniho fadu v Case a je tedy vhodna hlavné pro feseni stacionarnich problému:

1
( I 8& ) (U?Jrl o U?Jrl) — _R2(un)i (26)

um

—+

At ou
Zde R! je reziduum pocitané pomoci metody prvniho fddu a R? je pocitané pomoci vyssiho
fadu.




1.5 Metoda koneénych objemu pro obecné sité pro problém konvekce
s difuzi

v v

Metody pro konvektivni problémy jsou déle roz§ifeny na problémy s difuzi popsané rovnici
u + VE(u) = pAu. Metodou koneénych objemi jsou diskretizovdny jak konvektivni, tak
difuzivni Cleny. Je zde opét odvozena podminka stability explicitni metody prvniho fadu typu
upwind pro linedrni rovnici:

€|

At < .
Zj‘rij‘ [(a ’ nij)Jr - (Xj*)l:i)'nij

27)

Tato podminka je platnd vSak jen pro omezenou tfidu siti.
Podobné jako pro pfipad samotné konvekce je odvozena implicitni metoda a to jak prvniho,
tak vyssiho fadu v prostoru.

2 RozSireni pro systémy rovnic

V této kapitole je popsano rozsifeni pro hyperbolické systémy rovnic a to jak v jednorozmérném,
tak ve vicerozmérném piipadé. Zde bohuzel neni zndmo dostatek teoretickych vysledkii. Proto
je tento proces pouze extrapolaci principil platnych pro skaldarni problémy. Je zde popsano
nékolik typtl schémat a to jak pro piipady strukturovanych siti, tak pro nestrukturované sité
a to vCetné implicitni metody.

3 ReSeni nékolika problémi proudéni

Teoretickd analyza schémat byla provedena jen ve skaldrnim piipadé€. Proto je tieba pfi jejich
aplikaci na systémy Eulerovych ¢i Navierovych—Stokesovych rovnic postupovat velmi opatrné.
Nelze se spolehnout pouze na vysledky ziskané jednim typem metody nebo dokonce jedinym
schématem. Proto je v praci porovnano ¢asto nékolik metod a to jak na stejnych, tak na naprosto
rozdilnych sitich. V nékterych piipadech je provedeno téZ srovnani s vysledky jinych autord,
napt. [3], [10]. V jednom z piipadi je provedeno dokonce srovndni s experimentalnimi daty
ziskanymi v UT CSAV [12].
Jmenovité€ jsou zde feSeny ndsledujici piipady:

e Dvourozmérné nevazké transonické proudéni tzv. GAMM kanédlem. Zde se jedna prede-
v§im o testovaci pripad. Srovnani vysledkd ukazuje riznou kvalitu zachyceni razové viny
a tzv. Zierepovy singularity pro rizné typy schémat.

e Dvourozmérné nevazké transonické proudéni axidlni a radidlni turbinovou miizi a axidlni
kompresorovou miiZi. Toto je pfipad proudéni v relativné komplikované geometrii a to
pfedevsim pro pripad turbinovych miizi. Zde se ukazuje vyrazny vliv vypocetni sité. Je
ukdzdno, Ze vysledky ziskané na jednoduché strukturované siti tzv. typu H jsou znacné
znehodnoceny Spatnou kvalitou sité v okoli tupé ndbéZzné hrany. Proto jsou v této praci
upfednostiiovany v takovychto ptipadech tzv. nestrukturované sit¢.

e Nevazké obtékani dvourozmérného profilu NACA 0012 v subsonickém a transonickém
reZimu.
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e Lamindrni obtékdni dvourozmérného profilu NACA 0012 pro nizkou hodnotu Reynold-
sova Cisla (Re = 500). Oba tyto piipady obtékani patii de facto ke standardnim tes-

tovacim piipadim pro vnéjsi aerodynamiku. Pro piipad vazkého proudéni je imysiné
zvoleno velmi nizké Reynoldsovo ¢islo kviili zaru¢eni laminarniho charakteru proudéni.

e Trojrozmérné nevazké transonické proudéni tfemi konfiguracemi kandlu. I zde se jedna
predevsim o testovaci ptipady. Geometrie kandlu byly volena jako jednoduché modifikace
dvourozmérné varianty.

e Trojrozmérné nevazké transonické proudéni statorovou fadou nizkotlakého stupné parni
turbiny. Zde se jednd opét o proudéni v komplikované geometrii. PfestoZze ve dvou-
rozmérném piipadg byly preferovdny nestrukturované sit€, je zde pouZita sif strukturo-
vand a to hlavné kvili snadnosti implementace schématu.

Ve vSech ptipadech se ukdzala pouZzitelnost popisovanych metod pro feSeni transonického
proudéni ve 2D i 3D a to i pro piipad komplikované geometrie.

4 7Zaveér

Prednéska prezentuje nékolik pivodnich vysledku tykajicich se numerickych metod pro feseni
skalarnich problému. Tyto numerické metody jsou poté rozsifeny na systémy Eulerovych a
Navierovych—Stokesovych rovnic a v posledni ¢dsti je feSenim né€kolika problémi proudéni
ukdzana jejich pouZitelnost pro pfipad transonického proudéni. Je zde také ukdzdna vyhodnost
implicitni metody a to hlavné pro pfipad vazkého proudéni.
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