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Summary

This lecture investigates relations between concepts of the absolutely continuous norm
and the continuous norm in Banach function spaces.

In the first section, the definition of Banach function spaces is given and its basic
properties are introduced.

The second and third section deals with concepts of the absolutely continuous norm
and the continuous norm in Banach function spaces which play a key role for separability
and reflexivity of Banach function spaces and for compactness of integral operators.

The fourth section shows that the space of all functions with the absolutely continuous
norm and the space of all functions with the continuous norm coincide in the generalized
Lebesgue space with a variable power of integrability.

In the fifth section, an example of a Banach function space is provided so that the
space of all functions with the absolutely continuous norm and the space of all functions
with the continuous norm are different. But there is a function in this space which has
not the continuous norm.

The sixth section introduces a better example of a Banach function space so that
each function from this space has the continuous norm but there is a non-zero function
which has not the absolutely continuous norm.

In the seventh section, a ”pathological” Banach function space is constructed so that
only the zero function has the absolutely continuous norm and each function has the
continuous norm.



Souhrn

Prednéaska se zabyva vztahy mezi pojmy absolutné spojitd norma a spojitd norma v
Banachovych prostorech funkei.

V prvni kapitole je podéna definice Banachova prostoru funkei a jsou uvedeny jeho
zakladni vlastnosti.

Druha a treti kapitola pojednava o pojmech absolutni spojitost normy a spojitost
normy v Banachovych prostorech funkci, které hraji klicovou roli pro separabilitu a re-
flexivitu Banachova prostoru funkeci a pro kompaktnost integralnich operatoru.

Ve ¢tvrté kapitole se uvadi, ze v zobecnénych Lebesgueovych prostorech s proménnym
stupném integrovatelnosti splyva prostor funkci s absolutné spojitou normou s prostorem
funkci se spojitou normou.

V paté kapitole je nalezen ptiklad Banachova prostoru funkci takového, ze prostor
funkei s absolutné spojitou normou a prostor funkei se spojitou normou jsou ruzné. Ovsem
existuje v tomto prostoru funkce, ktera neméa spojitou normou.

V Sesté kapitole je uveden silngjsi priklad Banachova prostoru funkei, jehoz kazda
funkce m4 spojitou normu a prostor funkei s absolutné spojitou normou neni cely prostor.
Existuje ovSem nenulova funkce, ktera ma absolutné spojitou normu.

V sedmé kapitole je zkonstruovan ”patologicky” Banachuv prostor funkei takovy, ze
absolutné spojitou normu ma pouze nulova funkce a kazda funkce mé spojitou normu.
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1. Banachovy prostory funkci

Pripomenme si nejprve z funkcionalni analyzy vSeobecné znamy pojem Banachova
prostoru.

DEFINICE 1.1. Bud X linedrni prostor. Funkece ||.|| : X — R se nazjvd normou na
X, pokud jsou splnény ndsledujici axiomy:
(i) ||lz|| > 0 pro vSechna x € X, ||z|| = 0 prdvé tehdy, kdyz x =0 ;
(ii) ||az|| = |a] ||z|| pro vSechna x € X a o € R;
(i) 1z + ]l < 2] + lyll pro esechna 2,y € X.

Prostor (X, ||.]|) se nazgvd normovany linedrni prostor. Pokud je (X, ||.||) dplny, nazgvd
se Banachiv prostor.

Jinou, ponékud specialnéjsi, strukturu vybudoval prof. Luxemburg, ktery v roce
1955 publikoval svoji disertaéni praci, viz [7], ve které zavedl definici tzv. Banachovych
prostoru funkci a dokazal jejich zakladni vlastnosti. Teorie Banachovych prostoru funkci
je také podrobné studovéna v [1]. V této knize lze najit nasledujici definici Banachovy
funkéni normy.

Fixujme v dalsim textu néjakou méfitelnou mnozinu 2 C R”. Uvazujme na {2
Lebesgueovu miru.

DEFINICE 1.2. Bud MT(Q) mnozina vSech nezdporniych méritelnijch funkci defi-
novanych na Q. Zobrazeni o : MT(Q) — [0,00] se nazgvd Banachova funkéni norma,
jestlize pro kazdé f, g, fn, (n=1,2,...) 2z M+ (Q), pro kazdé a > 0 a pro kazdou méritelnou
E C Q plati

(a) o(f) = 0 prdve tehdy, kdyz f = 0 skoro vsude; o(af) = ao(f); o(f+9) < o(f)+o(9);

(b) 0<'g < f skoro usude, pak o(g) < o(/);

(c) 0< f, /7 f skoro vsude, potom o(fn) /" o(f);

(d) p(E) < oo pak o(xp) < 0o;

(e) ,u(E) < oo potom existuje kladnd konstanta Cg takovd, Ze pro viechny f € M™T(Q)
plat

/Ef < Cro(f).

Nyni muzeme definovat Banachuv prostor funkei.

DEFINICE 1.3. Necht ¢ : M*(Q) — [0,00] Banachova funkéni norma. MnoZinu X
vSech funkci f (ztotoZniujeme oviem funkce, které se rovnaji aZ na mnoZinu miry nula)
takovych, zZe o(|f|) < oo s normou definovanou predpisem ||f|| = o(|f]) nazgvime Bana-
chovym prostorem funkci.

Poznamenejme, zZe existuji i jiné definice Banachova prostoru funkei, viz napt. [9], kde
jsou pozadovany pouze vlastnosti (a), (b) a iplnost prostoru, ale my se budeme striktné
drzet definic 5.1 a 1.3. Je celkem snadno vidét, ze (X, ||.||) je normovany linedrni prostor.
Proc¢ se potom ale tato struktura nazyva Banachuv prostor funkci a ne jen normovany
linearni prostor funkci? To by mélo smysl jediné v piipadé, ze se jedna o uplny prostor.
Tato vlastnost neni zcela ziejma a jeji dukaz je udélan napi. v [1] (viz Theorem 1.6) a
opiré se hlavné o vlastnost (c), kterd je pro tiplnost prostoru klicova. Plati tedy nasledujici
véta.

VETA 1.4. Kazdy Banachuv prostor funkci je Banachuv prostor.



2. Absolutné spojita norma a prostor X,

Dulezité otdzka v teorii Banachovych prostoru funkef je charakterizace reflexivity a
separability prostoru. Abychom dali odpovéd na tuto otazku, musime si nejprve definovat
pojem absolutni spojitosti normy.

DEFINICE 2.1. Necht (X,|.||) je Banachiv prostor funkei a f € X. Rekneme,
zZe f md absolutné spojitou mormu, jestlize pro kaZdou posloupnost meritelngch mnozin
{E,}>2,, takovou, ze Ey D Ey D ..., (o E, =0, plati || fxg,| — 0 pro n — .
Oznacme mnozinu vsech funkci s absolutné spojitou normou symbolem X,.

Rekneme, Ze prostor X md absolutné spojitou normu, jestlize X = X,.

V [1] (viz Corrolary 5.6 a Corrolary 4.4) jsou dokdzdny ndsledujici véty.

VETA 2.2. Banachuv prostor funkci (X, ||.||) je separabilni prdvé tehdy, jestlize X, =
X.

DEFINICE 2.3. Bud o : M*(Q) — [0, 00] néjakd Banachova funkéni norma. Definu-
gme zobrazeni o' : M*(Q2) — [0, 00] predpisem

¢10) = s { [ f@lgladsi ofg) <1},
Q
V [1] je ukdzédno, ze p’ je Banachova funkéni norma a vytvaii tedy néjaky Banachuv
prostor funkei X’. Tento prostor se nazyva asociovany prostor k prostoru X.
VETA 2.4. Banachuv prostor funkci (X,|.||) je reflexivni, prdvé kdyz X = X, a
X' = X',

7 téchto vét vidime, Ze pojem absolutné spojité normy hraje klicovou roli pii zk-
oumani vlastnosti Banachovych prostoru funkei.

3. Spojitd norma a prostor X,

V ¢lanku [4] se objevil novy pojem, a to pojem spojitosti normy.

DEFINICE 3.1. Oznacéme B(x,¢) kouli se stiedem v x a polomérem €. Necht X :=
(X(Q), |I.Il) je Banachiw prostor funkci a f € X. Rekneme, Ze f md spojitou normu,
jestlize pro kazdé x € Q plati lim._ | fxB@eall = 0 alim— || fX@\Boe)| — O.
Oznacme mnoZinu vsech funkci se spojitou normou symbolem X..

Rekneme, Ze prostor X md spojitou normu, jestlize X = X,.

Autofi v tomto clanku dokazuji, ze Hardyho operator T'f(x) = fox f(t)dt je kompaktni
z véhového Banachova prostoru funkef (X (0, 00),v) do L*(0, 0o) pravé tehdy, kdyz + mé
spojitou normu v asociovaném prostoru (X', v). Z tohoto vysledku vidime, ze mé smysl
zkoumat pojem spojitosti normy v Banachovych prostorech funkei.

4. Prostory LP0)(Q)

Pripomenme si definici Lebesgueovych prostoru.
DEFINICE 4.1. Necht p je dané ¢islo, 1 < p < oo. Definujme
([ |f(x)|pdx)1/p pokud 1 < p < o0,
1f1lp = _
ess SUpyeqlf(x)]  pokud p = oco.

a polozme L/(Q) = {J:[|f]l, < o0}.



Je snadné dokézat nasledujici vétu.
VETA 4.2. Necht 1 < p < co. Pak prostory LP(Q) jsou Banachovy prostory funkci.

V této casti popiSeme zakladni vlastnosti zobecnénych Lebesgueovych prostori s
proménnym exponentem.

Ozna¢me symbolem P(£2) mnozinu vSech méfitelnych funkel p(.) : @ — [1,00].
Pokud bychom chtéli pro funkci p(.) € P(2) definovat analogické prostory LP1)(Q) jako
v definici 4.1, narazime na jisté potize, protoze vyraz

Iy = ([ I#@)raz) ™

neni vubec ¢islo. Ale klasickou definici normy muzeme prepsat v nasledujicim tvaru, coz
nam umozni definovat zobecnéné Lebesgueovy prostory. Pro realné cislo p > 1 zfejmé

plati
I fll, = (/Q |f(x)|pdx>1/p = inf {)\ > 0;/Q (@)pdx < 1}.

Pokud ignorujeme prostiedni ¢len, muzeme analogicky definovat

£y = inf {2 > 0;/9 (@Y(@m <)

coz uz dava normu. Tato idea definice normy se pouziva pro definici tzv. Luxembur-
govy normy v Orlitzovych nebo v obecnéjsim piipadé v Musielak-Orlitzovych prostorech,
které jsou studovany napi. v [8]. Poznamenejme, ze nésledujici prostory LP()(Q) jsou
specialnim pripadem Musielak-Orlitzovych prostoru. Vyslovime si nyni presnou definici
prostorit LP0)(€2).

DEFINICE 4.3. Necht p(.) € P(Q). Oznacme Qy = {z € Q;p(x) = 0o}. Definujme

pro meritelnou funkci f : Q — R moduldr

oy (f) = / 1F ()PP dz + ess supyeq_ [£x)]
O\ Qoo
a normu predpisem

[fllp¢) = inf {A > 0;1my() (|—‘§|> < 1}-
Definujme nyni prostor LPY)(Q) jako mnoZinu véech funkci s konecnou normou.
Neni tézké ukazat (viz [3], Lemma 2.5), ze plati ndsledujici véta.
VETA 4.4. LPY)(Q) je Banachiv prostor funkci.

V souvislosti s predchozi vétou se nabizi zkoumat v téchto prostorech rozdil mezi
pojmy absolutni spojitost a spojitost normy. Puvodni idea byla najit neomezenou funkci
p(.) takovou, ze |Qu| = 0 a (LPW(Q)), S (LPO(Q))e. V [2] (viz Theorem 2.3) vsak autofi
dokazuji nasledujici vétu.

VETA 4.5. Bud Q omezend méritelnd mnozina v R™ a p libovolnd méritelnd funkce

definovand v Q. Pak (LP9(Q)), = (LPD(Q))...



5. Prostor X s vlastnosti {0} S X, & X, & X

V dal$im textu budeme pracovat s nasledujici mnozinou multiindexi. Necht K znaéi
mnozinu vSech koneénych posloupnosti (véetné prazdné posloupnosti) obsahujicich jen

prvky 0 a 1. Prvky mnoziny K budeme nazyvat multiindexy. Bud o, = (ay, g, ..., an) €
K. Oznac¢me pocet clent posloupnosti a jako délku a (pisme £(«)), tj. ¢(«) = n. Defin-
ujme Castecné usporadani na K. Rekneme, ze @ < [ pro a = (a1, as,...,0),0 =

(01, Ba, - .., Bn) prave tehdy, kdyz (a) < £(5), tj. k<n,aa; = fF;proi=1,2,... k.

Nasfm cilem je najit n¢jaky Banachtv prostor funkef (X, [|.[|) s vlastnosti X, & X..
7 predchézejici kapitoly vime, ze musime hledat néjaky jiny prostor nez LP()(Q).

V této casti zkonstruujeme takovou normu definujici Banachuv prostor funkci, ze
{0} S X, S X. G X,

Uvazujme 2 = (0, 1) a Cantorovu mnozinu €. Necht I = (1/3,2/3), I, = (1/3%2/3%),
I, = (7/3%,8/3%), Ioo = (1/33,2/3%), Iy = (7/33,8/3%), L, = (19/3%,20/3%), I, =
(25/3%,26/3%) atd. Zejmé € = [0, 1]\ U, o Lo

Definujme nyni normu vyrazem

(5.1) |

Z RE \dx+/|f )/ d.

V [5] (viz Lemma 3.1) je uvedena nésledujici tvrzeni.

LEMMA 5.1. Prostor X = (X (0,1), ||.||x) je Banachiv prostor funkci.
Ozna¢me symbolem 1 jednotkovou funkei, tj. 1(z) =1 pro x € [0, 1].
VETA 5.2. Pro funkci 1 plati 1 € X.\ X,.

MYSLENKA DUKAZU. Tato véta je piesné dokdzdna v [5] (viz Theorem 3.2 a Theo-
rem 3.4).
Definujme posloupnost mnozin

U L.

La)>k

Snadno vidime Eyy1 C Ey a(),—, Ex = 0. Uvédomme si jednoduchy fakt, ze |1,| = W
Odhadujme |[|xg,||. Diky (5.1) mame

5.2 e Z / X @ds+ [ xo,@)
I 0
3k+1 3k+1 1
z/w— e
W [ B
(a) k
Tedy 1 ¢ X,.
Naznacime, ze 1 € X,. Je-liz € Uae,C a, je snadno vidét, Ze lim._ || X (z— sw+€)H = 0.
V opa¢ném pripadé x € €. Oznacme J, uzavér mnoziny Uﬁza I5. Ziejme |J,| = 3Z(a) Pak
existuje posloupnost multiindext oy < ap < as..., l(ay) = k, takovd, ze {x} = (1~ Ja,-

Klicovou otdzkou je, zda limy .« ||x,, [| = 0. Odhadujme |[x, [|. Diky (5.1) je

+1 Z / 3n+1 Z | | 1
d:p+/ dx = sup I.NJy |+ —.
(a)=n "V TaNVay, J. ' 31

on
Ak n=0 Ua)=n

X0 I =
n
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Snadno zjistime, ze pocet téch I, pro které {(a) = n a I, N Ju, # 0 (coz je totéz jako
I, C Jy,) je nula pro n < £(ay) a 2" @) pro n > {(ay). Diky £(a) = k je

3n+1 1 3n+1 2n7k 1 1 1
Ia —_— = _— _— = — —,
on E(Z);nf |+ gt~ S0P Ton e T3 T o T3k

arag

X, || = sup
n>k

coz jde k nule pro k — oc.

V [5] (viz Theorem 3.5) je dokazéna nésledujici véta.
VETA 5.3. Existuje funkce g takovd, ze g ¢ X..

Predchozi dvé véty tedy déavaji existenci Banachova prostoru funkci takového, ze
{0} S X, & X. S X. V tomto prostoru se jiz X, a X, nerovnaji, ale ne kazda funkce m4
spojitou normu.

6. Prostor Y s vlastnosti {0} Y, Y. =Y

Autori ale nebyli spokojeni a chtéli najit néjaky ”lepsi” ptiklad prostoru, v kterém
by kazdéd funkce méla spojitou normu. To znamend, ze hledame néjaky prostor (Y, |.]|)
takovy, ze Y, ;Ct Y. = Y. Na prvni pohled by se zddlo, ze odpovéd je snadnd. Staci
vzit prostor X z predchoziho ptikladu a polozit Y = X, s indukovanou normou. Prvni
problém ovsem je, zda X, je vubec Banachuv prostor. V [5] (viz Lemma 4.2) je dokdzéna
nasledujici véta.

VETA 6.1. Necht X je libovolny Banachiv prostor funkci, pak X, je uzavieny pod-
prostor.

Jako okamzity dusledek ptredchozi véty méame, ze X, je Banachuv prostor. Druhy
problém je, zda X, je také Banachtuv prostor funkci. Podle definice 1.3 v kapitole 1 by
ovsem funkce g z véty 5.3 nepatiila do X, a tedy ||g|| = co. Na druhou stranu ale norma
I|l.]| je indukovand z X a tedy ||g|| < oo, coz je spor. Odtud plyne, ze X. s indukovanou
normou neni Banachuv prostor funkci. Nabizi se jesté jedna moznost, jak pouzit prostoru
X z paté kapitoly. Mohli bychom najit novou normu, feknéme ||.||;, takovou, ze (X, ||.||1)
je Banachuv prostor funkci. Jak vsak ukazuje nasledujici véta, takovou normu ||.||; vubec
nelze najit. Jeji dukaz je mozné najit v [5] (viz Theorem 4.5 a Theorem 4.7).

VETA 6.2. Bud (X, ||.||) libovolnsj Banachiv prostor funkei a necht (Y, |.||) je uzaviens
podprostor v (X, ||.|), Y & X. Pak neexistuje Zidnd norma ||.||y takovd, Ze (Y, ||.|l1) je
Banachuv prostor funkci.

Z téchto dvah vyplyvd, ze chceme-li nalézt Banachuv prostor funkef (Y ||.]|) takovy,
ze Y, ;Ct Y, =Y, musime zkonstruovat novou normu.

Uvazujme opét interval (0, 1) a pfipomenme si znaceni z predchozi kapitoly 1, « € K.
Pro kazdé f € M(0,1) polozme

> 3n+1 1
(6.1) Hf||=k§:%g(g§:xkiglz S D /Iﬁ|f(a:)|dq;+/0 |f (2)de.

L(B)=n
Bra

a definujme prostor Y jako mnozinu vSech funkci s kone¢nou normou.
Nésledujici lemma lze najit v [5] (viz Lemma 4.4).

LEMMA 6.3. Prostor Y = (Y, ||.|ly) je Banachiv prostor funkci.
10



V [5] (viz Theorem 4.5 a Theorem 4.7)jsou dokézana nésledujici dvé tvrzeni.
VETA 6.4. Funkce 1 nemd absolutné spojitou normu.

VETA 6.5. Kazdd funkce f € Y ma absolutné spojitou normu.

7. Prostor Z s vlastnosti {0} =2, S Z. = Z

Bylo by jisté zajimavé najit jesté vice ”patologicky” prostor (Z, ||.||), ve kterém by
méla kazdéd funkce spojitou normu a jenom nulova by méla absolutné spojitou normou.

Zékladni idea konstrukce takového prostoru je opét zalozena na myslence Cantorovy
mnoziny. Bud dény dvé neprazdné podmnoziny A, B redlnych ésel. Rekneme, ze mnozina
A lezi nalevo od mnoziny B, pokud sup A < inf B. Necht symbol K znaéi opét mnozinu
multiindext a I, jako v paté kapitole. Rekneme, ze multiindex o lezi nalevo od multiin-
dexu 3, pokud odpovidajici mnozina I, lezi nalevo od mnoziny /3.

Necht | M| znaéf Lebesgueovu miru mnoziny M. Oznaéme symbolem F systém viech
omezenych méfitelnych mnozin M C R takovych, ze |M N (z —t,x 4+ t)| > 0 pro kazdé
x € Mat>0,|M|=3"pro jisté pfirozené n a ani inf M ani sup M nepatii do M.
Necht P oznacuje systém viech zobrazeni P : K — F takovych, ze |, P() je omezend,
|P(a)] = 5 & pokud a lezi nalevo od 8 potom P(a) lezi nalevo od P(j3).

Symbolem &£ tfidu vSech méfitelnych mnozin £ C R takovych, ze E = |J, o P(a)
pro néjaké P € P. Je snadno vidét, ze pro libovolné E € & je prislusné zobrazeni P € P
uréeno jednoznacné a |E| = 1. Polozme IF = P(a). Predchozi konstrukei mizeme vlastné
chapat tak, ze jsme na méritelné mnoziné F miry 1 zkonstruovali ” Cantorovu strukturu”.

Nyni muzeme definovat normu. Uvazujme mnozinu M vsech méfitelnych funkei
definovanych na (0, 1). Ztotoznime funkce f € M s jejich rozsifenim nulou mimo (0, 1).

Pro E € £ definujme seminormu ||| . |||z vyrazem
o 3n+1
(71) 1l = Y- e sup == 57 [ irtaide, e M
= t(a)=k n>k 2 (oo 18

a=p

DEFINICE 7.1. Definujme prostor Z jako mnozZinu vsech funkci f € M s vlastnosti
If]l < oo, kde

(7.2) /1= sup [[lf]ll -
EcE

V [6] (viz Theorem 3.2) je dokézana nésledujici véta.
VETA 7.2. (Z,].||) je Banachuv prostor funkct.
VETA 7.3. Z, = {0}

MYSLENKA DUKAZU. Pfesny ditkaz je uveden v [6] (viz Theorem 4.1). Bud f né&jaké
nenulova funkce v Z. Pak existuje mnozina M, |M| > 0, a redlné ¢islo d > 0 takové,
ze |f| > d na M. Bud ng piirozené cislo takové, ze 370~! < |M| < 37, Vezméme
nyni r redlné tak, ze |(inf M,r) N M| = 3 ™! a polozme F; = (inf M,r) N M, F, =
(1,2 — 37 1), Ozna¢ F = F} U F,. Ziejmé je |F| = 1. Utvoime nyni na F' ”Cantorovu
strukturu” nasledovné: Necht a, b jsou redlnd &isla takovd, ze |(inf F,a)NF| = |(a,b)NF| =
|(b,sup F) N F| = 1/3 a oznacime I = (a,b) N F, ddle vezmeme redlnd cisla ay, by tak,
ze |(inf Fyay) N F| = |(a1,01) N F| = |(b1,a) N F| = 1/3% a oznacime If = (ay,b1) N F,
redlnd ¢isla ag, by tak, ze | (b, az) NVF| = |(ag, by) N F| = |(by,sup F)NF| = 1/3% a oznacime
[1F = (CLQ, bg) N F atd.
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Definujme pro kazdé ptirozené ¢islo N mnozinu Gy = Ue( SN IE. Ziejmeé Gy C
(;N afﬁili(§N::(ﬂ

Oznaéime i agp € K takovy multiindex, ze a = (0,0,...,0), {(ag) = np, mame

Ugm . Navic vime | f(z)| > d na M. Ziejmé je F' € £ a diky (7.2) a (7.1) mame

3n+1
Ifxenll = SUP Il fxanllle > Z maX sup Z / z)|dz
77, Z(B I ﬂGN
a%ﬁ
3n+1 n+1
> max su dr = su / )|dz.
f0)-0 50 2" e(%n /IFHGN| ()] b on Z [(fxen ) (@)]
a=p

Predstavme si na okamzik, ze F} je ”Cantorova struktura” na intervalu (0,1). Pak
bychom s poslednim vyrazem pracovali stejné jako v (5.2) a dostali bychom || fxgy |l >
d pro kazdé N. Nase situace je vSak analogicka, protoze mnozina Fi je vlastné kopii
”Cantorovy struktury” na mnoziné Fy miry 37! a po podobné analyze jako v (5.2)
dostaneme ||fxay || = d 377, coz dokazuje f ¢ Z,.

0J
VETA 74. Z, = 7.

MYSLENKA DUKAZU. Presny dukaz je uveden v [6] (viz Theorem 4.7). Zduvodnéme
spojitost normy zprava v bodé x = 0. Zvolme na chvili pevnou mnozinu E € £. Jezto
je na F dana ”Cantorovska struktura”, je ||| f|||z dand vyrazem (7.1) vlastné analogicka
prvnimu séitanci v definici normy v (6.1). Pokud E je ”Cantorovska struktura” na (0, 1),

je seminorma ||| f|||z s prvnim sc¢itancem z (6.1) dokonce shodnd. Jelikoz ||.|| je spojita
dle véty 6.5, plati pro kazdou mnozinu E € £ analogicky
(7.3 ty 10l = 0

Cili kazd4 seminorma |||.|||  m4 vlastnost spojitosti. Jak ale potom usoudime, ze také

lim sup ||| fx(0,0)lllz = 07
=0 geg
Dikaz se udéla sporem. Predpokladejme, ze to neni pravda. Pak existuje kladné
c¢islo d tak, ze
limsup ||| fx (0.0l = d.
e=0pgee
Zvol 0 < A < d/4. Pak existuje n > 0 tak, ze

(7.4) >d pro0<e<n.

Volme 0 < g1 < 7. Pak existuje E; € & tak, ze

X lle, = d— A
Jelikoz diky (7.3) je im._q ||| fx (0.0 ||, = 0, existuje g2 < & tak, ze

(75) I FXeren e > d — 2.
Zvolme 0 < €3 < 9. Diky (7.3) existuje Ey € & takové, ze

(7.6) Xl > d = A
12



Poloz Fy = E1 N (e9,61) a Fy = B3N (0, €3).

Nyni utvorime novou mnozinu F' = F; U Fy U F , kde mnozina F je volena tak, aby
|[F| =1aF C (1,00). Na F lze tedy udélat ”Cantorovskou strukturu” a disledkem
je F € &£ Navic diky (7.5) a (7.6) je ||f|lr > 2d — 3X. Z konstrukce F plyne, zZe
FN(0,1) C (0,e1) C (0,n) a tedy diky (7.4) mame || f||r < |[[fXx©enl < d+ A Tedy
2d — 3\ < ||f||r < d+ A, coz je spor s volbou A.

O
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