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Summary

This lecture investigates relations between concepts of the absolutely continuous norm
and the continuous norm in Banach function spaces.

In the first section, the definition of Banach function spaces is given and its basic
properties are introduced.

The second and third section deals with concepts of the absolutely continuous norm
and the continuous norm in Banach function spaces which play a key role for separability
and reflexivity of Banach function spaces and for compactness of integral operators.

The fourth section shows that the space of all functions with the absolutely continuous
norm and the space of all functions with the continuous norm coincide in the generalized
Lebesgue space with a variable power of integrability.

In the fifth section, an example of a Banach function space is provided so that the
space of all functions with the absolutely continuous norm and the space of all functions
with the continuous norm are different. But there is a function in this space which has
not the continuous norm.

The sixth section introduces a better example of a Banach function space so that
each function from this space has the continuous norm but there is a non-zero function
which has not the absolutely continuous norm.

In the seventh section, a ”pathological” Banach function space is constructed so that
only the zero function has the absolutely continuous norm and each function has the
continuous norm.
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Souhrn

Přednáška se zabývá vztahy mezi pojmy absolutně spojitá norma a spojitá norma v
Banachových prostorech funkćı.

V prvńı kapitole je podána definice Banachova prostoru funkćı a jsou uvedeny jeho
základńı vlastnosti.

Druhá a třet́ı kapitola pojednává o pojmech absolutńı spojitost normy a spojitost
normy v Banachových prostorech funkćı, které hraj́ı kĺıčovou roli pro separabilitu a re-
flexivitu Banachova prostoru funkćı a pro kompaktnost integrálńıch operátor̊u.

Ve čtvrté kapitole se uvád́ı, že v zobecněných Lebesgueových prostorech s proměnným
stupněm integrovatelnosti splývá prostor funkćı s absolutně spojitou normou s prostorem
funkćı se spojitou normou.

V páté kapitole je nalezen př́ıklad Banachova prostoru funkćı takového, že prostor
funkćı s absolutně spojitou normou a prostor funkćı se spojitou normou jsou r̊uzné. Ovšem
existuje v tomto prostoru funkce, která nemá spojitou normou.

V šesté kapitole je uveden silněǰśı př́ıklad Banachova prostoru funkćı, jehož každá
funkce má spojitou normu a prostor funkćı s absolutně spojitou normou neńı celý prostor.
Existuje ovšem nenulová funkce, která má absolutně spojitou normu.

V sedmé kapitole je zkonstruován ”patologický” Banach̊uv prostor funkćı takový, že
absolutně spojitou normu má pouze nulová funkce a každá funkce má spojitou normu.
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1. Banachovy prostory funkćı

Připomeňme si nejprve z funkcionálńı analýzy všeobecně známý pojem Banachova
prostoru.

Definice 1.1. Buď X lineárńı prostor. Funkce ‖.‖ : X → R se nazývá normou na
X, pokud jsou splněny následuj́ıćı axiomy:

(i) ‖x‖ ≥ 0 pro všechna x ∈ X, ‖x‖ = 0 právě tehdy, když x = 0 ;
(ii) ‖αx‖ = |α| ‖x‖ pro všechna x ∈ X a α ∈ R;
(iii) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ pro všechna x, y ∈ X.

Prostor (X, ‖.‖) se nazývá normovaný lineárńı prostor. Pokud je (X, ‖.‖) úplný, nazývá
se Banach̊uv prostor.

Jinou, poněkud speciálněǰśı, strukturu vybudoval prof. Luxemburg, který v roce
1955 publikoval svoji disertačńı práci, viz [7], ve které zavedl definici tzv. Banachových
prostor̊u funkćı a dokázal jejich základńı vlastnosti. Teorie Banachových prostor̊u funkćı
je také podrobně studována v [1]. V této knize lze naj́ıt následuj́ıćı definici Banachovy
funkčńı normy.

Fixujme v daľśım textu nějakou měřitelnou množinu Ω ⊂ Rn. Uvažujme na Ω
Lebesgueovu mı́ru.

Definice 1.2. Buď M+(Ω) množina všech nezáporných měřitelných funkćı defi-
novaných na Ω. Zobrazeńı % : M+(Ω) → [0,∞] se nazývá Banachova funkčńı norma,
jestlǐze pro každé f, g, fn (n = 1, 2, . . . ) zM+(Ω), pro každé a ≥ 0 a pro každou měřitelnou
E ⊂ Ω plat́ı

(a) %(f) = 0 právě tehdy, když f = 0 skoro všude; %(af) = a%(f); %(f + g) ≤ %(f)+ %(g);
(b) 0 ≤ g ≤ f skoro všude, pak %(g) ≤ %(f);
(c) 0 ≤ fn ↗ f skoro všude, potom %(fn) ↗ %(f);
(d) µ(E) < ∞ pak %(χE) < ∞;
(e) µ(E) < ∞ potom existuje kladná konstanta CE taková, že pro všechny f ∈ M+(Ω)

plat́ı ∫
E

f ≤ CE%(f).

Nyńı můžeme definovat Banach̊uv prostor funkćı.

Definice 1.3. Nechť % : M+(Ω) → [0,∞] Banachova funkčńı norma. Množinu X
všech funkćı f (ztotožňujeme ovšem funkce, které se rovnaj́ı až na množinu mı́ry nula)
takových, že σ(|f |) < ∞ s normou definovanou předpisem ‖f‖ = %(|f |) nazýváme Bana-
chovým prostorem funkćı.

Poznamenejme, že existuj́ı i jiné definice Banachova prostoru funkćı, viz např. [9], kde
jsou požadovány pouze vlastnosti (a), (b) a úplnost prostoru, ale my se budeme striktně
držet definic 5.1 a 1.3. Je celkem snadno vidět, že (X, ‖.‖) je normovaný lineárńı prostor.
Proč se potom ale tato struktura nazývá Banach̊uv prostor funkćı a ne jen normovaný
lineárńı prostor funkćı? To by mělo smysl jedině v př́ıpadě, že se jedná o úplný prostor.
Tato vlastnost neńı zcela zřejmá a jej́ı d̊ukaz je udělán např. v [1] (viz Theorem 1.6) a
oṕırá se hlavně o vlastnost (c), která je pro úplnost prostoru kĺıčová. Plat́ı tedy následuj́ıćı
věta.

Věta 1.4. Každý Banach̊uv prostor funkćı je Banach̊uv prostor.
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2. Absolutně spojitá norma a prostor Xa

Důležitá otázka v teorii Banachových prostor̊u funkćı je charakterizace reflexivity a
separability prostoru. Abychom dali odpověď na tuto otázku, muśıme si nejprve definovat
pojem absolutńı spojitosti normy.

Definice 2.1. Nechť (X, ‖.‖) je Banach̊uv prostor funkćı a f ∈ X. Řekneme,
že f má absolutně spojitou normu, jestlǐze pro každou posloupnost měřitelných množin
{En}∞n=1, takovou, že E1 ⊃ E2 ⊃ . . . ,

⋂∞
n=1 En = ∅, plat́ı ‖fχEn‖ → 0 pro n → ∞.

Označme množinu všech funkćı s absolutně spojitou normou symbolem Xa.
Řekneme, že prostor X má absolutně spojitou normu, jestlǐze X = Xa.

V [1] (viz Corrolary 5.6 a Corrolary 4.4) jsou dokázány následuj́ıćı věty.

Věta 2.2. Banach̊uv prostor funkćı (X, ‖.‖) je separabilńı právě tehdy, jestlǐze Xa =
X.

Definice 2.3. Buď % : M+(Ω) → [0,∞] nějaká Banachova funkčńı norma. Definu-
jme zobrazeńı %′ : M+(Ω) → [0,∞] předpisem

%′(f) = sup
{∫

Ω

f(x)g(x)dx; %(g) ≤ 1
}

.

V [1] je ukázáno, že ρ′ je Banachova funkčńı norma a vytvář́ı tedy nějaký Banach̊uv
prostor funkćı X ′. Tento prostor se nazývá asociovaný prostor k prostoru X.

Věta 2.4. Banach̊uv prostor funkćı (X, ‖.‖) je reflexivńı, právě když X = Xa a
X ′ = X ′

a.

Z těchto vět vid́ıme, že pojem absolutně spojité normy hraje kĺıčovou roli při zk-
oumáńı vlastnost́ı Banachových prostor̊u funkćı.

3. Spojitá norma a prostor Xc

V článku [4] se objevil nový pojem, a to pojem spojitosti normy.

Definice 3.1. Označme B(x, ε) kouli se středem v x a poloměrem ε. Nechť X :=
(X(Ω), ‖.‖) je Banach̊uv prostor funkćı a f ∈ X. Řekneme, že f má spojitou normu,
jestlǐze pro každé x ∈ Ω̄ plat́ı limε→0 ‖fχB(x,ε)‖ → 0 a limε→∞ ‖fχ(Ω\B(0,ε))‖ → 0.
Označme množinu všech funkćı se spojitou normou symbolem Xc.

Řekneme, že prostor X má spojitou normu, jestlǐze X = Xc.

Autoři v tomto článku dokazuj́ı, že Hardyho operátor Tf(x) =
∫ x

0
f(t)dt je kompaktńı

z váhového Banachova prostoru funkćı (X(0,∞), v) do L∞(0,∞) právě tehdy, když 1
v

má
spojitou normu v asociovaném prostoru (X ′, v). Z tohoto výsledku vid́ıme, že má smysl
zkoumat pojem spojitosti normy v Banachových prostorech funkćı.

4. Prostory Lp(.)(Ω)

Připomeňme si definici Lebesgueových prostor̊u.

Definice 4.1. Nechť p je dané č́ıslo, 1 ≤ p ≤ ∞. Definujme

‖f‖p =

{( ∫
Ω
|f(x)|pdx

)1/p
pokud 1 ≤ p < ∞,

ess supx∈Ω|f(x)| pokud p = ∞.

a položme Lp(Ω) = {f ; ‖f‖p < ∞}.
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Je snadné dokázat následuj́ıćı větu.

Věta 4.2. Nechť 1 ≤ p ≤ ∞. Pak prostory Lp(Ω) jsou Banachovy prostory funkćı.

V této části poṕı̌seme základńı vlastnosti zobecněných Lebesgueových prostor̊u s
proměnným exponentem.

Označme symbolem P(Ω) množinu všech měřitelných funkćı p(.) : Ω → [1,∞].
Pokud bychom chtěli pro funkci p(.) ∈ P(Ω) definovat analogické prostory Lp(.)(Ω) jako
v definici 4.1, naraźıme na jisté pot́ıže, protože výraz

‖f‖p(.) =
( ∫

Ω

|f(x)|p(x)dx
)1/p(x)

neńı v̊ubec č́ıslo. Ale klasickou definici normy můžeme přepsat v následuj́ıćım tvaru, což
nám umožńı definovat zobecněné Lebesgueovy prostory. Pro reálné č́ıslo p ≥ 1 zřejmě
plat́ı

‖f‖p =
( ∫

Ω

|f(x)|pdx
)1/p

= inf
{

λ > 0;

∫
Ω

( |f(x)|
λ

)p

dx ≤ 1
}

.

Pokud ignorujeme prostředńı člen, můžeme analogicky definovat

‖f‖p(.) = inf
{

λ > 0;

∫
Ω

( |f(x)|
λ

)p(x)

dx ≤ 1
}

,

což už dává normu. Tato idea definice normy se použ́ıvá pro definici tzv. Luxembur-
govy normy v Orlitzových nebo v obecněǰśım př́ıpadě v Musielak-Orlitzových prostorech,
které jsou studovány např. v [8]. Poznamenejme, že následuj́ıćı prostory Lp(.)(Ω) jsou
speciálńım př́ıpadem Musielak-Orlitzových prostor̊u. Vyslov́ıme si nyńı přesnou definici
prostor̊u Lp(.)(Ω).

Definice 4.3. Nechť p(.) ∈ P(Ω). Označme Ω∞ = {x ∈ Ω; p(x) = ∞}. Definujme
pro měřitelnou funkci f : Ω → R modulár

mp(.)(f) =

∫
Ω\Ω∞

|f(x)|p(x)dx + ess supx∈Ω∞ |f(x)|

a normu předpisem

‖f‖p(.) = inf
{

λ > 0; mp(.)

( |f |
λ

)
≤ 1

}
.

Definujme nyńı prostor Lp(.)(Ω) jako množinu všech funkćı s konečnou normou.

Neńı těžké ukázat (viz [3], Lemma 2.5), že plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 4.4. Lp(.)(Ω) je Banach̊uv prostor funkćı.

V souvislosti s předchoźı větou se nab́ıźı zkoumat v těchto prostorech rozd́ıl mezi
pojmy absolutńı spojitost a spojitost normy. Původńı idea byla naj́ıt neomezenou funkci
p(.) takovou, že |Ω∞| = 0 a (Lp(.)(Ω))a $ (Lp(.)(Ω))c. V [2] (viz Theorem 2.3) však autoři
dokazuj́ı následuj́ıćı větu.

Věta 4.5. Buď Ω omezená měřitelná množina v Rn a p libovolná měřitelná funkce
definovaná v Ω. Pak (Lp(.)(Ω))a = (Lp(.)(Ω))c.
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5. Prostor X s vlastnost́ı {0} $ Xa $ Xc $ X

V daľśım textu budeme pracovat s následuj́ıćı množinou multiindex̊u. Nechť K znač́ı
množinu všech konečných posloupnost́ı (včetně prázdné posloupnosti) obsahuj́ıćıch jen
prvky 0 a 1. Prvky množinyK budeme nazývat multiindexy. Buď α, α = (α1, α2, . . . , αn) ∈
K. Označme počet člen̊u posloupnosti α jako délku α (pǐsme `(α)), tj. `(α) = n. Defin-
ujme částečné uspořádáńı na K. Řekneme, že α � β pro α = (α1, α2, . . . , αk), β =
(β1, β2, . . . , βn) právě tehdy, když `(α) ≤ `(β), tj. k ≤ n, a αi = βi pro i = 1, 2, . . . , k.

Naš́ım ćılem je naj́ıt nějaký Banach̊uv prostor funkćı (X, ‖.‖) s vlastnost́ı Xa $ Xc.
Z předcházej́ıćı kapitoly v́ıme, že muśıme hledat nějaký jiný prostor než Lp(.)(Ω).

V této části zkonstruujeme takovou normu definuj́ıćı Banach̊uv prostor funkćı, že
{0} $ Xa $ Xc $ X.

Uvažujme Ω = (0, 1) a Cantorovu množinu C. Nechť I = (1/3, 2/3), I0 = (1/32, 2/32),
I1 = (7/32, 8/32), I00 = (1/33, 2/33), I01 = (7/33, 8/33), I10 = (19/33, 20/33), I11 =
(25/33, 26/33) atd. Zřejmě C = [0, 1] \

⋃
α∈K Iα.

Definujme nyńı normu výrazem

(5.1) ‖f‖X = sup
n≥0

3n+1

2n

∑
`(α)=n

∫
Iα

|f(x)|dx +

∫ 1

0

|f(x)|dx.

V [5] (viz Lemma 3.1) je uvedena následuj́ıćı tvrzeńı.

Lemma 5.1. Prostor X = (X(0, 1), ‖.‖X) je Banach̊uv prostor funkćı.

Označme symbolem 1 jednotkovou funkci, tj. 1(x) = 1 pro x ∈ [0, 1].

Věta 5.2. Pro funkci 1 plat́ı 1 ∈ Xc \Xa.

Myšlenka d̊ukazu. Tato věta je přesně dokázána v [5] (viz Theorem 3.2 a Theo-
rem 3.4).

Definujme posloupnost množin

Ek =
⋃

`(α)≥k

Iα.

Snadno vid́ıme Ek+1 ⊂ Ek a
⋂∞

k=1 Ek = ∅. Uvědomme si jednoduchý fakt, že |Iα| = 1
3`(α)+1 .

Odhadujme ‖χEk
‖. Dı́ky (5.1) máme

‖χEk
‖ = sup

n≥0

3n+1

2n

∑
`(α)=n

∫
Iα

χEk
(x)dx +

∫ 1

0

χEk
(x)dx(5.2)

≥ 3k+1

2k

∑
`(α)=k

∫
Iα

dx =
3k+1

2k

∑
`(α)=k

1

3k+1
= 1.

Tedy 1 /∈ Xa.
Naznač́ıme, že 1 ∈ Xc. Je-li x ∈

⋃
α∈K Iα, je snadno vidět, že limε→0 ‖χ(x−ε,x+ε)‖ = 0.

V opačném př́ıpadě x ∈ C. Označme Jα uzávěr množiny
⋃

β�α Iβ. Zřejmě |Jα| = 1
3`(α) . Pak

existuje posloupnost multiindex̊u α1 � α2 � α3 . . . , `(αk) = k, taková, že {x} =
⋂∞

k=1 Jαk
.

Kĺıčovou otázkou je, zda limk→∞ ‖χJαk
‖ = 0. Odhadujme ‖χJαk

‖. Dı́ky (5.1) je

‖χJαk
‖ = sup

n≥0

3n+1

2n

∑
`(α)=n

∫
Iα∩Jαk

dx +

∫
Jαk

dx = sup
n≥0

3n+1

2n

∑
`(α)=n

|Iα ∩ Jαk
|+ 1

3`(α)
.
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Snadno zjist́ıme, že počet těch Iα, pro které `(α) = n a Iα ∩ Jαk
6= ∅ (což je totéž jako

Iα ⊂ Jαk
) je nula pro n < `(αk) a 2n−`(αk) pro n ≥ `(αk). Dı́ky `(αk) = k je

‖χJαk
‖ = sup

n≥k

3n+1

2n

∑
`(α)=n
α�αk

|Iα|+
1

3k
= sup

n≥k

3n+1

2n

2n−k

3n+1
+

1

3k
=

1

2k
+

1

3k
,

což jde k nule pro k →∞.

�

V [5] (viz Theorem 3.5) je dokázána následuj́ıćı věta.

Věta 5.3. Existuje funkce g taková, že g /∈ Xc.

Předchoźı dvě věty tedy dávaj́ı existenci Banachova prostoru funkćı takového, že
{0} $ Xa $ Xc $ X. V tomto prostoru se již Xa a Xc nerovnaj́ı, ale ne každá funkce má
spojitou normu.

6. Prostor Y s vlastnost́ı {0} $ Ya $ Yc = Y

Autoři ale nebyli spokojeni a chtěli naj́ıt nějaký ”lepš́ı” př́ıklad prostoru, v kterém
by každá funkce měla spojitou normu. To znamená, že hledáme nějaký prostor (Y, ‖.‖)
takový, že Ya $ Yc = Y . Na prvńı pohled by se zdálo, že odpověď je snadná. Stač́ı
vźıt prostor X z předchoźıho př́ıkladu a položit Y = Xc s indukovanou normou. Prvńı
problém ovšem je, zda Xc je v̊ubec Banach̊uv prostor. V [5] (viz Lemma 4.2) je dokázána
následuj́ıćı věta.

Věta 6.1. Nechť X je libovolný Banach̊uv prostor funkćı, pak Xc je uzavřený pod-
prostor.

Jako okamžitý d̊usledek předchoźı věty máme, že Xc je Banach̊uv prostor. Druhý
problém je, zda Xc je také Banach̊uv prostor funkćı. Podle definice 1.3 v kapitole 1 by
ovšem funkce g z věty 5.3 nepatřila do Xc a tedy ‖g‖ = ∞. Na druhou stranu ale norma
‖.‖ je indukovaná z X a tedy ‖g‖ < ∞, což je spor. Odtud plyne, že Xc s indukovanou
normou neńı Banach̊uv prostor funkćı. Nab́ıźı se ještě jedna možnost, jak použ́ıt prostoru
X z páté kapitoly. Mohli bychom naj́ıt novou normu, řekněme ‖.‖1, takovou, že (Xc, ‖.‖1)
je Banach̊uv prostor funkćı. Jak však ukazuje následuj́ıćı věta, takovou normu ‖.‖1 v̊ubec
nelze naj́ıt. Jej́ı d̊ukaz je možné naj́ıt v [5] (viz Theorem 4.5 a Theorem 4.7).

Věta 6.2. Buď (X, ‖.‖) libovolný Banach̊uv prostor funkćı a nechť (Y, ‖.‖) je uzavřený
podprostor v (X, ‖.‖), Y $ X. Pak neexistuje žádná norma ‖.‖1 taková, že (Y, ‖.‖1) je
Banach̊uv prostor funkćı.

Z těchto úvah vyplývá, že chceme-li nalézt Banach̊uv prostor funkćı (Y, ‖.‖) takový,
že Ya $ Yc = Y , muśıme zkonstruovat novou normu.

Uvažujme opět interval (0, 1) a připomeňme si značeńı z předchoźı kapitoly Iα, α ∈ K.
Pro každé f ∈M(0, 1) položme

(6.1) ‖f‖ =
∞∑

k=0

max
`(α)=k

sup
n≥k

3n+1

2n

∑
`(β)=n
β�α

∫
Iβ

|f(x)|dx +

∫ 1

0

|f(x)|dx.

a definujme prostor Y jako množinu všech funkćı s konečnou normou.
Následuj́ıćı lemma lze naj́ıt v [5] (viz Lemma 4.4).

Lemma 6.3. Prostor Y = (Y, ‖.‖Y ) je Banach̊uv prostor funkćı.
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V [5] (viz Theorem 4.5 a Theorem 4.7)jsou dokázána následuj́ıćı dvě tvrzeńı.

Věta 6.4. Funkce 1 nemá absolutně spojitou normu.

Věta 6.5. Každá funkce f ∈ Y má absolutně spojitou normu.

7. Prostor Z s vlastnost́ı {0} = Za $ Zc = Z

Bylo by jistě zaj́ımavé naj́ıt ještě v́ıce ”patologický” prostor (Z, ‖.‖), ve kterém by
měla každá funkce spojitou normu a jenom nulová by měla absolutně spojitou normou.

Základńı idea konstrukce takového prostoru je opět založena na myšlence Cantorovy
množiny. Buď dány dvě neprázdné podmnožiny A, B reálných č́ısel. Řekneme, že množina
A lež́ı nalevo od množiny B, pokud sup A < inf B. Nechť symbol K znač́ı opět množinu
multiindex̊u a Iα jako v páté kapitole. Řekneme, že multiindex α lež́ı nalevo od multiin-
dexu β, pokud odpov́ıdaj́ıćı množina Iα lež́ı nalevo od množiny Iβ.

Nechť |M | znač́ı Lebesgueovu mı́ru množiny M . Označme symbolem F systém všech
omezených měřitelných množin M ⊂ R takových, že |M ∩ (x − t, x + t)| > 0 pro každé
x ∈ M a t > 0, |M | = 3−n pro jisté přirozené n a ani inf M ani sup M nepatř́ı do M .
Nechť P označuje systém všech zobrazeńı P : K → F takových, že

⋃
α∈K P (α) je omezená,

|P (α)| = 1
3`(α)+1 a pokud α lež́ı nalevo od β potom P (α) lež́ı nalevo od P (β).

Symbolem E tř́ıdu všech měřitelných množin E ⊂ R takových, že E =
⋃

α∈K P (α)
pro nějaké P ∈ P. Je snadno vidět, že pro libovolné E ∈ E je př́ıslušné zobrazeńı P ∈ P
určeno jednoznačně a |E| = 1. Položme IE

α = P (α). Předchoźı konstrukci můžeme vlastně
chápat tak, že jsme na měřitelné množině E mı́ry 1 zkonstruovali ”Cantorovu strukturu”.

Nyńı můžeme definovat normu. Uvažujme množinu M všech měřitelných funkćı
definovaných na (0, 1). Ztotožńıme funkce f ∈M s jejich rozš́ı̌reńım nulou mimo (0, 1).

Pro E ∈ E definujme seminormu ||| . |||E výrazem

|||f |||E =
∞∑

k=0

max
`(α)=k

sup
n≥k

3n+1

2n

∑
`(β)=n
α�β

∫
IE
β

|f(x)|dx, f ∈M.(7.1)

Definice 7.1. Definujme prostor Z jako množinu všech funkćı f ∈ M s vlastnost́ı
‖f‖ < ∞, kde

(7.2) ‖f‖ = sup
E∈E

|||f |||E.

V [6] (viz Theorem 3.2) je dokázána následuj́ıćı věta.

Věta 7.2. (Z, ‖ . ‖) je Banach̊uv prostor funkćı.

Věta 7.3. Za = {0}.

Myšlenka d̊ukazu. Přesný d̊ukaz je uveden v [6] (viz Theorem 4.1). Buď f nějaká
nenulová funkce v Z. Pak existuje množina M , |M | > 0, a reálné č́ıslo d > 0 takové,
že |f | ≥ d na M . Buď n0 přirozené č́ıslo takové, že 3−n0−1 ≤ |M | < 3−n0 . Vezměme
nyńı r reálné tak, že |(inf M, r) ∩ M | = 3−n0−1 a položme F1 = (inf M, r) ∩ M , F2 =
(1, 2− 3−n0−1). Označ F = F1 ∪ F2. Zřejmě je |F | = 1. Utvořme nyńı na F ”Cantorovu
strukturu” následovně: Nechť a, b jsou reálná č́ısla taková, že |(inf F, a)∩F | = |(a, b)∩F | =
|(b, sup F ) ∩ F | = 1/3 a označ́ıme IF = (a, b) ∩ F , dále vezmeme reálná č́ısla a1, b1 tak,
že |(inf F, a1) ∩ F | = |(a1, b1) ∩ F | = |(b1, a) ∩ F | = 1/32 a označ́ıme IF

0 = (a1, b1) ∩ F ,
reálná č́ısla a2, b2 tak, že |(b, a2)∩F | = |(a2, b2)∩F | = |(b2, sup F )∩F | = 1/32 a označ́ıme
IF
1 = (a2, b2) ∩ F atd.
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Definujme pro každé přirozené č́ıslo N množinu GN =
⋃

`(α)≥N IE
α . Zřejmě GN+1 ⊂

GN a
⋂∞

N=1 GN = ∅.
Označ́ıme-li α0 ∈ K takový multiindex, že α = (0, 0, . . . , 0), `(α0) = n0, máme

F1 =
⋃

β�α0
IF
β . Nav́ıc v́ıme |f(x)| ≥ d na M . Zřejmě je F ∈ E a d́ıky (7.2) a (7.1) máme

‖fχGN
‖ = sup

E∈E
|||fχGN

|||E ≥
∞∑

k=0

max
`(α)=k

sup
n≥k

3n+1

2n

∑
`(β)=n
α�β

∫
IF
β ∩GN

|f(x)|dx

≥ max
`(α)=0

sup
n≥0

3n+1

2n

∑
`(β)=n
α�β

∫
IF
β ∩GN

|f(x)|dx = sup
n≥0

3n+1

2n

∑
`(β)=n

∫
IF
β

|(fχGN
)(x)|dx.

Představme si na okamžik, že F1 je ”Cantorova struktura” na intervalu (0, 1). Pak
bychom s posledńım výrazem pracovali stejně jako v (5.2) a dostali bychom ‖fχGN

‖ ≥
d pro každé N . Naše situace je však analogická, protože množina F1 je vlastně kopíı
”Cantorovy struktury” na množině F1 mı́ry 3−n0−1 a po podobné analýze jako v (5.2)
dostaneme ‖fχGN

‖ ≥ d 3−n0−1, což dokazuje f /∈ Za.

�

Věta 7.4. Zc = Z.

Myšlenka d̊ukazu. Přesný d̊ukaz je uveden v [6] (viz Theorem 4.7). Zd̊uvodněme
spojitost normy zprava v bodě x = 0. Zvolme na chv́ıli pevnou množinu E ∈ E . Ježto
je na E dána ”Cantorovská struktura”, je |||f |||E daná výrazem (7.1) vlastně analogická
prvńımu sč́ıtanci v definici normy v (6.1). Pokud E je ”Cantorovská struktura” na (0, 1),
je seminorma |||f |||E s prvńım sč́ıtancem z (6.1) dokonce shodná. Jelikož ‖.‖ je spojitá
dle věty 6.5, plat́ı pro každou množinu E ∈ E analogicky

(7.3) lim
ε→0

|||fχ(0,ε)|||E = 0.

Čili každá seminorma |||.|||E má vlastnost spojitosti. Jak ale potom usoud́ıme, že také

lim
ε→0

sup
E∈E

|||fχ(0,ε)|||E = 0?

Důkaz se udělá sporem. Předpokládejme, že to neńı pravda. Pak existuje kladné
č́ıslo d tak, že

lim
ε→0

sup
E∈E

|||fχ(0,ε)|||E = d.

Zvol 0 < λ < d/4. Pak existuje η > 0 tak, že

(7.4) d + λ > sup
E∈E

|||fχ(0,ε)|||E ≥ d pro 0 < ε < η.

Volme 0 < ε1 < η. Pak existuje E1 ∈ E tak, že

|||fχ(0,ε1)|||E1 ≥ d− λ.

Jelikož d́ıky (7.3) je limε→0 |||fχ(0,ε)|||E1 = 0, existuje ε2 < ε1 tak, že

(7.5) |||fχ(ε2,ε1)|||E1 ≥ d− 2λ.

Zvolme 0 < ε3 < ε2. Dı́ky (7.3) existuje E2 ∈ E takové, že

(7.6) |||fχ(0,ε3)|||E2 ≥ d− λ.

12



Polož F1 = E1 ∩ (ε2, ε1) a F2 = E2 ∩ (0, ε3).

Nyńı utvoř́ıme novou množinu F = F1 ∪ F2 ∪ F̃ , kde množina F̃ je volena tak, aby

|F | = 1 a F̃ ⊂ (1,∞). Na F lze tedy udělat ”Cantorovskou strukturu” a d̊usledkem
je F ∈ E . Nav́ıc d́ıky (7.5) a (7.6) je ‖f‖F > 2d − 3λ. Z konstrukce F plyne, že
F ∩ (0, 1) ⊂ (0, ε1) ⊂ (0, η) a tedy d́ıky (7.4) máme ‖f‖F ≤ ‖fχ(0,ε1)‖ < d + λ. Tedy
2d− 3λ < ‖f‖F < d + λ, což je spor s volbou λ.

�
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roku jsem po rigorózńıch zkouškách dosáhl titulu RNDr.
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tři recenze pro odborné časopisy a byl jsem oponentem jednoho návrhu grantu podaného
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