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Abstrakt: Mezi nejnaléhavěǰśı problémy postupuj́ıćı civilizace patř́ı roz-
hodně i pot́ıže s neustále nar̊ustaj́ıćı intenzitou dopravy. Každý, v́ıce nebo
méně, učinil tu nepř́ıjemnou zkušenost, kdy stoj́ı se svým automobilem v
nekonečné koloně, která jen pomalu popoj́ıžd́ı, ztráćı čas, znečǐst’uje okoĺı
výfukovými plyny a prokĺıná se, proč v̊ubec do toho auta sedal. Zmı́něné
problémy jsou patrné předevš́ım v městské dopravě, ale týkaj́ı se i me-
ziměstských a zejména dálničńıch śıt́ı.

Tato práce naznačuje možnosti automatického ř́ızeńı v dopravě, založeného
na pravděpodobnostńım modelu dopravńıho systému. Je zaměřena zejména na
ř́ızeńı městských dopravńıch mikrooblast́ı, ve kterých jsou měřena dopravńı
data a které mohou být ovlivňovány prostřednictv́ım světelné signalizace v
křižovatkách.

Pro výklad byl zvolen velmi jednoduchý diskrétńı model délky kolony vozi-
del v ř́ızené křižovatce. Na něm jsou demonstrovány jednotlivé úlohy automa-
tického ř́ızeńı.
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Summary: To the most pressing problems of our proceeding civilization
belong those of growing intenzity of transportation. Each of us more or less
experienced the unpleasant reality of standing with his car in the middle of a
large convoy of vehicles that moves very slowly. One loses hist time, pollutes
the environment by the exhaust and curses the moment when seated into the
car. The problems mentioned are mostly visible in the urban traffic, but they
are pressing also in other road or highway networks.

This work indicates possibilities of automatic control in transportation,
based on a probabilistic model of the transportation system. It mainly aims at
the control of urban transportation mini-regions where the transportation data
are measured and which can be influenced by means of signal lights placed in
crossroads.

For the explanation, very simple discrete system of a convoy of vehicles
in a controlled crossroad has been chosen. On this system individual tasks of
automatic control are demonstrated.
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1 Úvod 6

2 Dopravńı systém 8

3 Model dopravńıho systému 9
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1 Úvod

Nár̊ust dopravy a jeho negativńı d̊usledky

Všichni, at’ už jako řidiči nebo jen chodci, jsme svědky obrovského nár̊ustu
dopravy. Zejména je to nár̊ust počtu osobńıch automobil̊u ve větš́ıch městech.
Za pohodĺı cesty do zaměstnáńı nebo na nákup plat́ıme značnou daň. Jsou
to předevš́ım přeplněné silnice větš́ıch měst, pokažené ovzduš́ı od výfukových
plyn̊u a stále rostoućı nehodovost, často se ztrátami na lidských životech.
Nejsou to však jen tyto velké problémy, ale i řada drobněǰśıch. Ti, kdo bydĺı
na śıdlǐst́ıch, dobře znaj́ı problémy s parkováńım. Cesta z v́ıkendového pobytu
mimo město muśı být často ukončena dř́ıve nejen kv̊uli zaparkováńı, ale také
proto, abychom předešli velkému provozu ve večerńıch hodinách. Ve vesnićıch
nebo menš́ıch městech, kudy v́ıkendové trasy vedou, je provoz tak veliký, že
přechod chodc̊u přes silnici je zcela blokován. V takové situaci bývá často
marné i houkáńı sanitek nebo jiných preferovaných vozidel.

Potřeba automatického ř́ızeńı v dopravě

Řešeńı této situace neńı jednoduché, ale ukazuje se, že možnosti zdaleka
nejsou vyčerpány. Opomineme-li projektováńı a výstavbu nových cest, jev́ı se
jako progresivńı přestavby starých komunikaćı a budováńı mimoúrovňových
křižovatek nebo alespoň kruhových objezd̊u. Ve městech se zač́ıná prosazovat
preference prostředk̊u MHD, např. ve formě vyhrazených j́ızdńıch pruh̊u pro
autobusy a bariér podél kolejǐstě tramvaj́ı.

Uvedené metody ale vyžaduj́ı jednak značné investice, jednak poměrně dlou-
hou dobu potřebnou k jejich realizaci. Nav́ıc, v centrech historických měst
nejsou většinou stavebńı úpravy povoleny v̊ubec. Potom nezbývá, než lépe
využ́ıvat stávaj́ıćıch prostředk̊u ř́ızeńı dopravy. Těmi jsou ve většině př́ıpad̊u
světelná signalizačńı zař́ızeńı (SSZ) v hlavńıch křižovatkách městských do-
pravńıch oblast́ı. V současné době využ́ıvá ř́ızeńı dopravy pomoćı SSZ au-
tomatizace jen velmi málo. SSZ jsou většinou nastaveny podle tzv. pevných
signálńıch plán̊u jen s ohledem na zelené vlny, tj. se synchronizaćı sousedńıch
křižovatek tak, aby pokud možno automobily projely co nejdále na zelenou
bez zastaveńı. Těchto signálńıch plán̊u je několik. Každý z nich je sestaven pro
určitou dopravńı zátěž, která se během dne měńı. Přeṕınáńı signálńıch plán̊u
se děje podle pevného časového rozvrhu během dne. Př́ımá interakce SSZ s
okamžitou dopravńı zátěž́ı neńı většinou povolena. Pokud je, tak jen přes do-
pravńıho operátora, který sleduje provoz bud’ př́ımo nebo na monitorech, a
může částečně zasahovat do nastaveńı světelné signalizace. Využ́ıvá přitom
dvou základńıch akćı, které maj́ı na dopravńı situaci vliv. Jsou to: délka zelené
(absolutńı doba, po kterou sv́ıt́ı zelené světlo) a délka cyklu (doba, za kterou
se vystř́ıdaj́ı všechny režimy SSZ – zelená, oranžová, červená, oranžová).

Funkce doby zelené je zřejmá. Důsledkem prodloužeńı zelené je ale blokáda
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př́ıčného směru. Pokud se tedy kř́ıž́ı dvě přibližně stejně frekventované komu-
nikace, pouhé prodloužeńı zelené v jednou směru situaci v celku neřeš́ı.

Prodloužeńı doby cyklu zvyšuje propustnost celé křižovatky. Je to dáno
skutečnost́ı, že po rozsv́ıceńı zelené následuje určitá prodleva, až potom se
řidiči jeden po druhém postupně rozj́ıžd́ı. Často, než se rozjede posledńı vo-
zidlo, již opět sv́ıt́ı červená. Při dlouhém cyklu po počátečńı prodlevě již ko-
lona proj́ıžd́ı plynule. Za cenu poměrně dlouhého čekáńı na zelenou je pr̊ujezd
křižovatkou rychleǰśı. Při malém provozu je však dlouhé čekáńı na zelenou
zbytečnou překážkou. Proto se při malém provozu nastavuje cyklus krátký a
při rostoućı intenzitě dopravy se cyklus většinou prodlužuje.

Bezprostředńı reakce na lokálńı dopravńı situaci má však většinou za
následek zhoršeńı situace v některé sousedńı oblasti. Proto se operátoři
lokálńım zásah̊um pokud možno vyhýbaj́ı. Dopravńı systém ve větš́ı oblasti
je totiž značně komplikovaný. I když se operátor snaž́ı sledovat celou oblast,
přicháźı k němu př́ılǐs mnoho informaćı a on je nedokáže včas a správně využ́ıt.
Zde se nab́ıźı zpracováńı měřených dat poč́ıtačem a využit́ı automatického
ř́ızeńı.

Automatické zpětnovazebńı ř́ızeńı [1, 2, 3] využ́ıvá veškerou měřenou infor-
maci v oblasti k určeńı optimálńıho ř́ıd́ıćıho zásahu tak, aby bylo dosaženo
extrému předem definované kriteriálńı funkce. Popis ř́ızené oblasti se provád́ı
pomoćı modelu, jehož parametry jsou odhadovány rovněž na základě hodnot
měřených veličin a dále ještě na tzv. apriorńı informaci o ř́ızené oblasti, která
odráž́ı expertńı znalost dopravńıch operátor̊u. Možnost využit́ı apriorńı infor-
mace je v dopravńıch úlohách velmi významná. Tato informace je zde velice
silná a je téměř vždy k dispozici.

Problémy při návrhu automatického ř́ızeńı

Dopravńı úlohy s sebou ale také nesou řadu specifických pot́ıž́ı. Předevš́ım, neńı
možno požadovat, aby v reálné dopravńı oblasti byly prováděny experimenty,
které by mohly mı́t za následek výrazné zhoršeńı plynulosti dopravy. Tedy
veškeré testy nehotových algoritmů je nutno provádět pouze jako simulačńı
studie.

Pro částečnou úlohu odhadu parametr̊u modelu (tzv. identifikaci [4, 3]) jsou
měřená reálná data postačuj́ıćı. I zde však naráž́ıme na některé pot́ıže. Předně,
data lze źıskat jen tam, kde jsou k dispozici měř́ıćı př́ıstroje. Těmi jsou většinou
magnetické detektory, zabudované pod povrchem vozovky. Jejich umı́stěńı je
tedy technicky dosti náročné a okamžitá oprava př́ıpadné poruchy je prakticky
nemožná. Měřená data jsou často velmi nekvalitńı a jejich filtrace (oprava
poškozených dat) je téměř vždy nezbytná. Nav́ıc je často k měřeným dat̊um
těžký př́ıstup, nebot’ firmy si většinou svá data chráńı jako majetek. Automa-
tické ř́ızeńı je tak často odkázáno jen na teoretické závěry a experimenty, které
do dopravy př́ımo nezasahuj́ı.
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2 Dopravńı systém

Reálným systémem nazýváme určitý úsek reality, kterým se zabýváme např.
z hlediska jeho ř́ızeńı. Je-li zkoumaná realita z oblasti dopravy, hovoř́ıme o do-
pravńım systému. Konkrétńı dopravńı systém může mı́t nejr̊uzněǰśı obsah i roz-
sah. Můžeme zkoumat psychologické aspekty ř́ızeńı u jediného řidiče osobńıho
automobilu, j́ızdu automobil̊u v jednom j́ızdńım pruhu nebo vymezené do-
pravńı oblasti, ale i provoz v rozsáhlé dálničńı nebo železničńı śıti [5].

Př́ıklad kolony automobil̊u – systém

Pro stručnost a přehlednost uvedeme velmi jednoduchý dopravńı systém a na
něm budeme dále demonstrovat jednotlivé aspekty modelováńı a ř́ızeńı.

Systém Uvažujme křižovatku se světelným signalizačńım zař́ızeńım.

l@@¡¡

SSZkolona

Obrázek 1: Ř́ızená křižovatka se sledovanou kolonou vozidel

Na ńı sledujeme měńıćı se délku kolony v jednom j́ızdńım pruhu. Pozorováńı
provád́ıme v diskrétńıch časových okamžićıch, např. každých pět minut. Lo-
gicky lze odvodit, že okamžitá délka kolony bude záviset předevš́ım na délce
kolony z předchoźıho pozorováńı, množstv́ı vozidel, která do kolony od mi-
nulého pozorováńı přibyla a nastaveńı cyklu SSZ, určuj́ıćıho úbytek vozidel z
kolony.

Dále maj́ı na délku kolony vliv některé drobněǰśı aspekty, které je v reálné
situaci třeba rovněž vźıt v úvahu. Jsou to předevš́ım

- rozd́ılná délka automobil̊u v koloně,

- nestejné vzdálenosti mezi stoj́ıćımi automobily,

- zpožděńı automobil̊u při rozjezdu na zelenou.

Vztah mezi délkou kolony a do ńı vstupuj́ıćımi a vystupuj́ıćımi automobily
je jasný a pevný. Náhodný je však počet přij́ıžděj́ıćıch automobil̊u, a t́ım i
vlastńı délka kolony. Jedná se tedy o náhodný systém.

Ćıl ř́ızeńı Bezprostředńım ćılem ř́ızeńı v takovéto úloze je udržovat délku
kolony na ”rozumné” úrovni. Dlouhá kolona je zřejmě špatná, avšak př́ılǐs
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krátká kolona také neńı vhodná, nebot’ při takovém nastaveńı SSZ může být
nadměrně blokován př́ıčný směr a velká kolona se může vytvářet v kolmých
ramenech křižovatky.

Požadavky na systém Abychom mohli vytčený ćıl zač́ıt plnit, muśıme
mı́t možnost systém pozorovat a ovlivňovat. Pozorováńı systému zde znamená
měřeńı počtu automobil̊u, které do kolony přij́ıžděj́ı a z kolony odj́ıžděj́ı
přes SSZ. Pro poč́ıtáńı přij́ıžděj́ıćıch automobil̊u lze použ́ıt např. detektory
zabudované pod povrchem vozovky. Počet automobil̊u, které z kolony odjely,
je dán předevš́ım nastaveńım SSZ. To bývá určeno konkrétńım signálńım
plánem, použitým v daném okamžiku pro ř́ızeńı křižovatky.

Protože sledovanou délku kolony, stejně jako nastaveńı SSZ (délku cyklu a
délku zelené) vyjadřujeme pomoćı reálných č́ısel, zdá se přirozené chápat uve-
dený systém jako spojitý. Ke značnému výpočetńımu zjednodušeńı dojdeme,
budeme-li systém uvažovat jako diskrétńı, tj. např. budeme-li rozlǐsovat kolonu
krátkou a dlouhou a pouze dvě r̊uzná nastaveńı SSZ, např. dva ř́ıd́ıćı plány,
jeden vhodný pro malý a druhý pro velký provoz. V daľśım textu budeme
uvažovat takový diskrétńı systém.

3 Model dopravńıho systému

Chceme-li zkoumaný systém automaticky ř́ıdit, muśıme jej nejprve matema-
ticky popsat, tj. vytvořit jeho matematický model. Tento model je matematická
rovnice, která vyjadřuje vztahy mezi popisovanou (modelovanou) veličinou a
daľśımi veličinami, které na systému měř́ıme nebo jinak źıskáváme, a které
se systémem v nějakém smyslu souviśı. Model obsahuje parametry, jejichž
hodnoty jsou dány konkrétńımi vlastnostmi systému. Např. pro systém, ve
kterém modelovaná veličina je úměrná měřené veličině, je touto rovnićı př́ımá
úměra a parametrem koeficient úměrnosti. Konkrétńı systém je pak popsán
př́ımou úměrou s odpov́ıdaj́ıćı hodnotou koeficientu úměrnosti. Pokud lze mo-
del zkonstruovat na základě fyzikálńıch vlastnost́ı systému, jsou parametry
modelu známé konstanty. To je však možné jen u nejjednodušš́ıch systémů.
U složitěǰśıch systémů je třeba určit jen hrubou strukturu modelu s neznámými
koeficienty. Hodnoty koeficient̊u se pak určuj́ı experimentálně z dat měřených
na procesu. Teto postup se nazývá identifikace.

Pokud model vyjadřuje vztah jen mezi veličinami ve stejném časovém
okamžiku, hovoř́ıme o modelu statickém. Reálné systémy jsou ale většinou
dynamické. To znamená, že modelovanou veličinu je nutno popisovat nejen
pomoćı veličin měřených ve stejném okamžiku, ale také pomoćı starš́ıch (již
dř́ıve změřených) hodnot modelované veličiny, př́ıpadně starš́ıch hodnot daľśıch
měřených veličin. Dynamické modely jsou samozřejmě obecněǰśı a většinou
lépe odpov́ıdaj́ı realitě. Vedou ale k mnohem složitěǰśım výpočt̊um v úlohách
syntézy ř́ızeńı.
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Př́ıklad kolony automobil̊u – model

Soustřed́ıme se nyńı na popis našeho jednoduchého dopravńıho systému kolony
v křižovatce.

Spojitý model Hlavńı veličiny, které zde sledujeme, jsou: délka kolony y a
počet automobil̊u, které přijedou v, resp. odjedou w, z kolony mezi okamžiky
pozorováńı t− 1 a t. Vztah mezi těmito veličinami je možno vyjádřit jednodu-
chou rovnićı

yt = yt−1 + a(vt − wt) + et, (1)

kde

yt, resp. yt−1, jsou délky kolony v čase t, resp. t−1, vyjádřené v metrech,

vt, resp. wt, jsou počty automobil̊u, které přijely, resp. odjely, z kolony v
časovém intervalu t− 1 až t,

a je parametr modelu – konstanta, která přepoč́ıtává počet automobil̊u
na délku kolony (pr̊uměrná délka automobilu plus pr̊uměrná mezera
mezi automobily)

et je náhodná veličina, vyjadřuj́ıćı poruchu a zahrnuj́ıćı všechny druhy
náhodných událost́ı, které měly vliv na délku kolony v čase t.

Diskrétńı model Pro naše účely však tento nejběžněǰśı popis neńı vhodný,
nebot’ my jsme se rozhodli popsat systém pomoćı diskrétńıho modelu, tedy
modelu, jehož veličiny nabývaj́ı jen konečný počet hodnot. Konkrétně pouze
dvě hodnoty:

Délka kolony: yt =

{
1 je-li kolona krátká,
2 je-li kolona dlouhá.

Řı́dı́cı́ plán: ut =

{
1 plán pro malý provoz,
2 plán pro velký provoz.

P o z n á m k a: Veličina ut je určitou transformaćı veličiny wt z modelu (1). Lze

předpokládat, že mezi nimi plat́ı přibližně př́ımá úměra – nastaveńı pro velký provoz

propust́ı v́ıce automobil̊u z kolony přes křižovatku než nastaveńı pro malý provoz.

Ze vztahu (1) je patrné, že model kolony popisuje náhodný vztah tř́ı veličin.
Jsou to: délka kolony v současném a minulém okamžiku a nastavený ř́ıd́ıćı plán
SSZ. Za náhodný prvek modelu lze považovat nepravidelný př́ıjezd automo-
bilu do křižovatky a dále řadu drobných již dř́ıve zmı́něných nepravidelnost́ı.
Protože délka kolony i ř́ızeńı maj́ı jen dvě hodnoty, může se systém vyskyto-
vat pouze v 23 = 8 stavech (všechny možné kombinace hodnot uvažovaných
veličin). Nejobecněǰśı tvar diskrétńıho modelu našeho systému dostaneme tak,
jestliže těmto stav̊um př́ımo přǐrad́ıme odpov́ıdaj́ıćı pravděpodobnosti, které
považujeme za konstantńı parametry modelu. Tyto pravděpodobnosti vy-
jadřuj́ı náhodnost modelu v závislosti na r̊uzných stavech systému. Model lze
vyjádřit tabulkou
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[ut, yt−1] yt = 1 yt = 2
[1 1] θ1|1,1 θ2|1,1

[1 2] θ1|1,2 θ2|1,2

[2 1] θ1|2,1 θ2|2,1

[2 2] θ1|2,2 θ2|2,2,

Tabulka 1: Parametr θ modelu délky kolony

kde θi|j,k jsou př́ıslušné pravděpodobnosti – parametry modelu, pro které muśı
platit: (i) θi|j,k ≥ 0 a (ii) θ1|j,k + θ2|j,k = 1 pro všechna i, j, k.

Tedy např. pravděpodobnost krátké kolony v čase t (yt = 1), jestliže v minulém
čase t − 1 byla kolona rovněž krátká (yt−1 = 1) a na intervalu (t − 1, t) bylo
aplikováno nastaveńı SSZ podle plánu 1 (ut = 1), je rovna hodnotě θ1|1,1.

P o z n á m k a: Uvedená tabulka reprezentuje pravděpodobnostńı funkci náhodné

veličiny yt, podmı́něnou znalost́ı hodnot náhodných veličin ut a yt−1. Odtud plyne

značeńı v indexu pravděpodobnost́ı θ, převzaté z argumentu pravděpodobnostńı

funkce f(yt|ut, yt−1) = θyt|ut,yt−1
.

Konkrétńı situaci v křižovatce lze vyjádřit volbou hodnot jednotlivých
složek parametru θ. Zvolme např. model s parametrem θ daným následuj́ıćı
tabulkou

[ut, yt−1] yt = 1 yt = 2 význam
[1 1] 0.6 0.4 jestliže byla kolona krátká

a ř́ızeńı je pro malý provoz,
kolona asi z̊ustane opět krátká
Pr(”krátká”)=0.6 a Pr(”dlouhá”)=0.4,

[1 2] 0.1 0.9 jestliže byla kolona dlouhá
a ř́ızeńı je pro malý provoz,
kolona téměř jistě z̊ustane dlouhá (Pr=0.9),

[2 1] 0.5 0.5 jestliže byla kolona krátká
a ř́ızeńı je pro velký provoz,
je nejisté, co se stane (Pr=0.5),

[2 2] 0.8 0.2 jestliže byla kolona dlouhá
a ř́ızeńı je pro velký provoz,
pak se kolona většinou zkrát́ı (Pr=0.8).

Tabulka 2: Hodnoty parametru θ modelu délky kolony

P o z n á m k a: Z popis̊u tabulky je dobře patrná podmı́něnost modelu. Model ř́ıká:

”jestliže to a to, pak bude ...”. To, co model ř́ıká, že bude, neńı co se stane, ale jen

pravděpodobnost r̊uzných možnost́ı, které mohou nastat. Model je náhodný.
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Experimenty – model

Na následuj́ıćım obrázku jsou zobrazena data, źıskaná simulaćı s pomoćı uve-
deného modelu.
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a) Systém s velkou neurčitost́ı b) Systém s menš́ı neurčitost́ı

Obrázek 2: Data, simulovaná diskrétńım modelem;
”x” je délka kolony, ”o” je plán ř́ızeńı.

Na obrázku 2 a) je ukázka dat, simulovaných modelem s parametrem θ
podle tabulky 2. Délka simulace je 30 krok̊u, data (délka kolony, plán ř́ızeńı)
nabývaj́ı hodnot 1 nebo 2. Vztah obrázku a modelu je následuj́ıćı: pokud by
simulace byla velmi dlouhá a poč́ıtali bychom př́ıpady kdy byl kř́ıžek na pozici
1 a v následuj́ıćım kroku jak kř́ıžek, tak i kroužek byly opět na pozici 1 a
tento počet dělili celkovým počtem krok̊u simulace, obdrželi bychom č́ıslo velmi
bĺızké parametru θ1|1,1 = 0.8. Obdobně bychom mohli poč́ıtat i pravděpodob-
nosti daľśıch stav̊u podle tabulky 2.

Pro srovnáńı jsou na obrázku 2 b) uvedena data, generovaná systémem
se stejnou strukturou, ale menš́ı neurčitost́ı. Pro simulaci byly použity hod-
noty parametru θ: [0.9, 0.01, 0.3, 0.99] (uvád́ıme jen prvńı sloupec tabulky).
Rozložeńı pravděpodobnost́ı je zde stejné, ale č́ısla se v́ıce bĺıž́ı k nule nebo
jedné. V d̊usledku toho jsou přechody mezi jednotlivými stavy méně časté.

4 Řı́zeńı se známým modelem

Poté, co jsme popsali model systému, přistouṕıme k úvahám o jeho ř́ızeńı.
Nejprve budeme předpokládat úplnou znalost systému, kterou vyjádř́ıme mo-
delem se známými parametry, a to podle tabulky 2. Situaćı, kdy systém plně
neznáme, a tedy je popsán jen modelem s neznámými parametry, se budeme
zabývat v př́ı̌st́ı sekci.

Chceme-li sestavit optimálńı ř́ıd́ıćı předpis, muśıme nejprve rozhodnout
o kritériu, kterým budeme kvalitu ř́ızeńı poměřovat. Výsledné kriterium je
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většinou kompromis mezi t́ım, co skutečně od ř́ızeńı požadujeme a stupněm
jednoduchosti nebo sṕı̌se spoč́ıtatelnosti úlohy ř́ızeńı. Ve spojitých úlohách
se většinou uvažuje kritérium penalizuj́ıćı kvadráty modelované a př́ıpadně i
ř́ıd́ıćı veličiny, které vede na úlohu optimálńıho ř́ızeńı s analytickým řešeńım.
V tomto pojednáńı se však zabýváme diskrétńım ř́ızeńım, které je jednodušš́ı
a umožňuje definovat penalizaci každého stavu zvlášt’.

P o z n á m k a: Při stanoveńı takového kritéria je pak třeba velmi pečlivě dbát na

praktickou stránku věci a źıskat a plně využ́ıt veškerou dopravńı informaci od ex-

pert̊u. Takové ř́ızeńı pak neńı jen matematickou hř́ıčkou (i když velmi hezkou a

zaj́ımavou), ale uměńım spojeńı vědy s praktickou zkušenost́ı, které m̊uže být právě

t́ım nejvhodněǰśım řešeńım palčivých otázek v dopravě, o kterých jsme se zmı́nili v

úvodu.

Vlastńı syntézu optimálńıho ř́ızeńı provedeme tak, aby byla minimalizována
středńı hodnota součtu penalizaćı ve všech okamžićıch časového intervalu, na
kterém chceme ř́ızeńı aplikovat. Podle Bellmanova principu optimality [6] lze
minimalizaci provést sekvenčně od konce intervalu při použit́ı metody zvané
dynamické programováńı. Minimalizace se v každém kroku sestává ze dvou
část́ı: (i) středováńı aktuálńı části kriteria, které jej ”zbav́ı nepostižitelné části
šumu” a umožńı s ńım reálně pracovat a (ii) minimalizace středované části
kriteria, které urč́ı optimálńı hodnotu ř́ızeńı pro daný časový okamžik. Obecně
se však nepodař́ı minimalizovanou část kriteria zcela anulovat a zbytek po mi-
nimalizaci, který je funkćı předchoźıch dat, tedy nutně muśı přej́ıt do daľśıch
krok̊u postupné minimalizace kriteria. Tato skutečnost čińı syntézu ř́ızeńı pro
obecné modely velmi komplikovanou. Princip syntézy ukážeme pro náš jedno-
duchý př́ıklad ř́ızeńı délky kolony v křižovatce s diskretizovanými hodnotami
veličin.

Př́ıklad kolony automobil̊u – ř́ızeńı se známým modelem

Uvažujme model ř́ızené soustavy podle podle tabulky 2. Délku kolony v
křižovatce chceme ř́ıdit v časových okamžićıch t = 1, 2, . . . , N , na kterých také
provád́ıme měřeńı dat (délky kolony yt a plánu SSZ ut).

Strategie ř́ızeńı (ćıl, kterého chceme dosáhnout) je vyjádřen penalizačńı
funkćı. Jej́ı hodnotu v čase t pro stav yt|ut, yt−1 označ́ıme Zyt|ut,yt−1 . Kriterium
optimality K(N) pro ř́ızeńı na časovém intervalu t = 1, 2, . . . , N definujeme
vztahem

K(N) = E

[
N∑

t=1

Zyt|ut,yt−1|y0

]
. (2)

Konkrétńı kriterium zvoĺıme tak, že penalizačńı funkce bude pro všechny
časové okamžiky stejná a jej́ı hodnoty pro jednotlivé stavy budou odrážet dva
základńı požadavky: (i) kolona má být krátká a (ii) pokud možno, ř́ızeńı má
být s malou propustnost́ı (kv̊uli menš́ı blokádě př́ıčného směru). Výsledná
penalizačńı funkce Zyt|ut,yt−1 je v tabulce
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[ut, yt−1] yt = 1 yt = 2
[1 1] 0 5
[1 2] 0 5
[2 1] 1 6
[2 2] 1 6

Tabulka 3: Penalizace pro optimálńı ř́ızeńı

Dlouhá kolona je zde penalizována pětkou a jako př́ıdavná penalizace je použita
jednička pro aplikaci ř́ızeńı s velkou propustnost́ı.

Předpis pro optimálńı ř́ızeńı odvod́ıme pomoćı dynamického programováńı
[6]. Podle něho je třeba poč́ıtat pro všechny okamžiky intervalu ř́ızeńı od konce,
tj. pro t = N,N − 1, . . . , 1, následuj́ıćı vztah

Vt = E[Zt + V∗t+1|ut, d(t− 1)], (3)

V∗t = min
ut
Vt

s počátečńı podmı́nkou V∗N+1 = 0.

Zde E[·|·] znač́ı podmı́něnou středńı hodnotu (viz [3]) a d(t − 1) označuje
všechna relevantńı data [yτ , uτ ] od počátku pozorováńı soustavy až do časového
okamžiku t− 1 včetně.

P o z n á m k a: Odvozeńı tohoto vztahu neńı složité, zab́ıhá však do př́ılǐs velkých
detail̊u z oblasti pravděpodobnosti, kterými jsme se zde nezabývali. Proto jej po-
necháme bez odvozeńı. To lze nalézt např. v citované literatuře [3].

Všimněme si ale principu minimalizace. Jak jsme se již zmı́nili, v každém kroku

se minimalizuje př́ıslušná penalizačńı funkce Zt a k ńı se ještě přidá tzv. zbytek po

minimalizaci z předchoźıho kroku V∗t+1, ve kterém se rovněž vyskytuj́ı relevantńı data

jak pro středováńı tak i pro minimalizaci. Posledńı zbytek po minimalizaci udává

výslednou hodnotu minimalizovaného kriteria (2).

Čas t = N

Středováńı Do vztahu (3) nyńı dosad́ıme pro čas t = N konkrétńı tvar
funkćı a provedeme středováńı

E[ZyN |uN ,yN−1
|uN , yN−1] =

2∑

yN=1

ZyN |uN ,yN−1
fyN |uN ,yN−1

,

kde

fyN |uN ,yN−1
je podmı́něná pravděpodobnostńı funkce náhodné veličiny yN

určená tabulkou 2 s obecnými prvky θyN |uN ,yN−1

a V∗N+1 = 0.
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Výsledkem středováńı bude jednosloupcová tabulka se čtyřmi prvky. Každý
z prvk̊u odpov́ıdá jedné kombinaci vektoru [uN , yN−1] (viz tabulka 2) a jednot-
livé prvky dostaneme jako součty přes yN = 1, 2. Tyto prvky jsou funkcemi
konkrétńıch hodnot dat uN a yN−1, přičemž prvńı a třet́ı prvek odpov́ıdá hod-
notě uN = 1 a druhý a čtvrtý prvek hodnotě uN = 2. Pro konkrétńı č́ısla
dostaneme

E[ZyN |uN ,yN−1
|uN , yN−1] =

=





Z1|1,1θ1|1,1 + Z2|1,1θ2|1,1 = 0× 0.8 + 5× 0.2 = 1 pro [uN , yN−1] = [1, 1],
Z1|1,2θ1|1,2 + Z2|1,2θ2|1,2 = 0× 0.1 + 5× 0.9 = 4.5 pro [uN , yN−1] = [1, 2],
Z1|2,1θ1|2,1 + Z2|2,1θ2|2,1 = 1× 0.3 + 6× 0.7 = 4.5 pro [uN , yN−1] = [2, 1],
Z1|2,2θ1|2,2 + Z2|2,2θ2|2,2 = 1× 0.6 + 6× 0.4 = 3 pro [uN , yN−1] = [2, 2].

Odtud je patrno, že

- hodnotě yN−1 = 1 př́ısluš́ı prvńı a třet́ı řádek, hodnotě yN−1 = 2 řádek
druhý a čtvrtý,

- pro jednotlivé kombinace hodnot dat [uN , yN−1] jsme schopni středovaný
výraz skutečně vyč́ıslit.

Minimalizace Podle druhého výrazu v základńım předpisu (3) je třeba
vystředovanou část kritéria minimalizovat podle veličiny uN . Minimalizovaná
funkce ale záviśı ještě na veličině yN−1 a minimum bude tedy rovněž na této
veličině závislé. Protože se však pohybujeme v oblasti diskrétńıch veličin (yN−1

má jen dvě možné hodnoty 1 a 2), stač́ı určit minimum pro každou hodnotu
yN−1 = 1 a yN−1 = 2 zvlášt’ (což opět vede k tabulkové formě zápisu ).

V našem jednoduchém př́ıkladě postupujeme takto:

- vezmeme prvńı a třet́ı prvek středované části kriteria (odpov́ıdaj́ıćı hod-
notě yN−1 = 1),

- urč́ıme, který z těchto prvk̊u je menš́ı,

- optimálńı hodnota ř́ızeńı pro yN−1 = 1 bude

u∗N(yN−1) = u∗N(1) =

{
1 je-li menš́ı prvńı prvek sloupce,
2 je-li menš́ı třet́ı prvek sloupce.

Obdobně urč́ıme optimálńı ř́ızeńı pro hodnotu yN−1 = 2 z druhého a čtvrtého
prvku středované části kriteria.

Optimálńı ř́ızeńı v čase t = N tedy bude

u∗N(yN−1) =

{
1 pro yN−1 = 1,
2 pro yN−1 = 2.

Zbytek po minimalizaci v čase N je dán hodnotou minimálńıho prvku
středované části kriteria jako funkce předposledńı délky kolony yN−1

V∗N(yN−1) =

{
1 pro yN−1 = 1,
3 pro yN−1 = 2.
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T́ımto jsme dokončili minimalizaci kriteria pro časový okamžik t = N a
přejdeme na daľśı krok minimalizace v čase N − 1.

Čas t = N − 1

Postup v čase t = N − 1 bude obdobný, pouze časový index bude posunut
směrem dol̊u a zbytek po minimalizaci z předchoźıho kroku bude nenulový.
Dostáváme

E[ZyN−1|uN−1,yN−2
|uN−1, yN−2] =

=
2∑

yN−1=1

[ZyN−1|uN−1,yN−2
+ V∗N(yN−1)]θyN−1|uN−1,yN−2

=

=





(0 + 1)× 0.8 + (5 + 1)× 0.2 pro [uN−1, yN−2] = [1, 1],
(0 + 1)× 0.1 + (5 + 1)× 0.9 pro [uN−1, yN−2] = [1, 2],
(1 + 3)× 0.3 + (6 + 3)× 0.7 pro [uN−1, yN−2] = [2, 1],
(1 + 3)× 0.6 + (6 + 3)× 0.4 pro [uN−1, yN−2] = [2, 2].

T́ım jsme se formálně dostali do stejné situace jako v předchoźım kroku.
Celý postup výpočtu optimálńıho ř́ızeńı můžeme nyńı shrnout do obecného
algoritmu.

Algoritmus výpočtu optimálńıho ř́ızeńı

Koncová podmı́nka

V∗N+1 = 0

for t=N, N-1, . . . , 1

Středováńı

Vt(ut, yt−1) = [Z1|ut,yt−1 + V∗t+1(1)] θ1|ut,yt−1 +

+ [Z2|ut,yt−1 + V∗t+1(2)] θ2|ut,yt−1

Minimalizace

u∗t (yt−1) =





1 pro yt−1 = 1 a Vt(1, 1) ≤ Vt(2, 1),
2 pro yt−1 = 1 a Vt(1, 1) > Vt(2, 1),
1 pro yt−1 = 2 a Vt(1, 2) ≤ Vt(2, 2),
2 pro yt−1 = 2 a Vt(1, 2) > Vt(2, 2),

V∗t (yt) = Vt(u
∗
t (yt−1), yt−1)

end for

Minimálńı hodnota kriteria

Z∗ = V∗1 (y0)
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Vypočtené ř́ızeńı je nyńı možno aplikovat pro jednotlivé časové okamžiky
t = 1, 2, . . . , N takto:

- y0 známe (apriorńı data) – urč́ıme u1 = u∗1(y0),

- aplikujeme u1 a změř́ıme y1,

- urč́ıme u2 = u∗2(y1),

- podobně pokračujeme pro daľśı časové okamžiky.

Experimenty – ř́ızeńı

Algoritmus optimálńıho ř́ızeńı budeme demonstrovat na následuj́ıćıch
obrázćıch.
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Obrázek 3: Optimálńı ř́ızeńı diskrétńıho systému;
”x” je délka kolony, ”o” je plán ř́ızeńı.
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Na obrázku 3 jsou uvedeny pr̊uběhy dat při optimálńım ř́ızeńı sledovaného
systému. Př́ıpady a), b) a c) se vzájemně lǐśı stupněm neurčitosti. Kritérium
je nastaveno podle tabulky 3, tj s penalizaćı dlouhé kolony hodnotou 5 a ř́ızeńı
pro velký provoz hodnotou 1.

V př́ıpadě a) byl do modelu dosazen parametr θ s hodnotami
[0.9, 0.01, 0.3, 0.99] (uvád́ıme jen prvńı sloupec podle tabulky 2). Z něho
je patrné, že systém je téměř deterministický, tj. jednotlivé stavy jsou stabilńı,
bez tendence samovolného překlápěńı do opačného stavu (s doplňkovou prav-
děpodobnost́ı). Např., byla-li kolona krátká (yt−1) a aplikujeme ř́ızeńı pro malý
provoz (ut = 1) bude kolona s pravděpodobnost́ı 0.9 krátká a jen s doplňkovou
pravděpodobnost́ı 0.1 dlouhá. Krátkou kolonu jsme tedy t́ımto ř́ızeńım schopni
poměrně stabilně udržovat. Podobně je to i v ostatńıch stavech systému. Hod-
nota kriteria v tomto př́ıpadě je 12.

Pro př́ıpad b) byl parametr θ nastaven na hodnoty (opět prvńı sloupec)
[0.6, 0.1, 0.5, .8], které považujeme za běžné. Je patrné, že systém obsahuje
v́ıce neurčitosti a také ř́ızeńı neńı již tak dokonalé. Hodnota kriteria je 48.

Př́ıpad c) má nastaven parametr θ s velmi velikým stupněm neurčitosti
[0.51, 0.49, 0.55, .5]. Všechny hodnoty pravděpodobnost́ı jsou velmi bĺızko
hodnotě 0.5, a tedy určitý ř́ıd́ıćı zásah mnoho neznamená. Tomu také odpov́ıdá
obrázek. Regulátor (podle preferenćı daných penalizaćı (viz tabulka 3) zcela
vzdal ř́ızeńı délky kolony a nastavil ř́ızeńı na ut = 1 které neńı penalizováno
(ř́ızeńı ut = 2 je penalizováno hodnotou 1). Hodnota kriteria je 45.

Př́ıpad d) je stejný, jako c), jen penalizace se změnila. Dlouhá kolona je nyńı
penalizována hodnotou 5.9 a ř́ızeńı ut = 2 hodnotou 0.1. Regulátor, který nyńı
tolik naztráćı použit́ım ř́ızeńı pro velký provoz, opět ”ožil” a snaž́ı se ř́ıdit.

5 Řı́zeńı s neznámým modelem

V situaci, kdy ř́ıd́ıme reálnou dopravńı oblast, většinou parametry mo-
delu neznáme a muśıme je odhadovat z měřených dat. Úloha současného
optimálńıho odhadu a ř́ızeńı je velmi složitá a výsledný algoritmus nelze
z výpočetńıch d̊uvod̊u v reálném čase realizovat. Proto se uchylujeme k
některému suboptimálńımu řešeńı. Nejjednodušš́ı z nich je odděleńı odhadu
a ř́ızeńı, při kterém pr̊uběžně poč́ıtáme bodové odhady parametr̊u a ty pro
účely syntézy ř́ızeńı dosazujeme za neznámé parametry modelu.

Bayesovské odhadováńı je založeno na přepočtu apriorńı hustoty prav-
děpodobnosti (hp) na aposteriorńı s pomoćı modelu soustavy. Apriorńı hp
představuje úplný popis parametr̊u před změřeńım dat v současném okamžiku,
aposteriorńı hp je přepočteným popisem parametr̊u do kterého jsou promı́tnuta
rovněž současná data. Apriorńı hp na samém začátku odhadováńı odráž́ı
předběžnou znalost o soustavě. Aposteriorńı hp je tak kombinaćı apriorńı
znalosti a informace źıskané z měřených dat. Zmı́něný přepočet se děje po-
moćı známého Bayesova vztahu, který lze pro jeden krok přepočtu symbolicky
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znázornit takto

aposteriorńı hp = model × apriorńı hp

Dosad́ıme-li do tohoto vztahu za model podle tabulky 1 a apriorńı i aposteri-
orńı hp vyjádř́ıme ve vhodném (Dirichletově) tvaru [2], dostaneme algoritmus
pro bodové odhady parametr̊u v tomto jednoduchém tvaru

Algoritmus bodového odhadu parametr̊u

Apriorńı informace

ni|j,k = νi|j,k pro i, j, k = 1, 2

Pr̊uběžný odhad

for t=1,2,. . . ,N

j = ut, k = yt−1

if yt = 1, n1|ij,k = n1|ij,k + 1

else n2|ij,k = n2|ij,k + 1

end if

θ̂i|j,k =
ni|j,k

n1|j,k+n2|j,k
pro i, j, k = 1, 2

end for

V tomto algoritmu je:

ν - apriorńı statistika,

n - statistika pro odhadováńı,

θ̂ - bodový odhad parametru θ.

P o z n á m k a: Až na apriorńı znalost odpov́ıdá odhad statistické definici pravděpo-

dobnosti. Odhad je dán počtem úspěšných měřeńı (tj, yt = 1), dělený počtem všech

provedených měřeńı, samozřejmě v rámci určité konfigurace veličin [ut, yt−1]. Apri-

orńı znalost hodnotu odhadu modifikuje.

Experimenty – odhadováńı

Následuj́ıćı obrázek ukazuje časový vývoj bodových odhad̊u parametr̊u modelu
během identifikace.

Část 4 a) ukazuje časový pr̊uběh hodnot bodových odhad̊u parametr̊u
diskrétńıho modelu při identifikaci. Pro odhad bylo použito 1000 dat simulo-
vaných modelem s tabulkou parametr̊u 2. Připomeňme, že hodnoty skutečných
parametr̊u (pravděpodobnost́ı krátké kolony a seřazených podle velikosti) jsou:
[0.8, 0.6, 0.5, 0.2]. Z obrázk̊u je patrno, že hodnoty odhad̊u jsou dobré již pro
500 dat.
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a) Pr̊uběh bodových odhad̊u b) Bodové odhady s apriorńı informaćı

Obrázek 4: Odhad parametr̊u diskrétńıho modelu

Na části obrázku 4 b) je nový experiment s identifikaćı téhož modelu jako
v př́ıpadě a) s t́ım rozd́ılem, že jako apriorńı informace byly využity výsledky
předchoźıho běhu a). Z obrázku je patrné, že identifikace dokáže tyto výsledky
správně převźıt, a tak už od samého počátku pracovat s kvalitńımi bodovými
odhady.

6 Závěr

Uvedené pojednáńı neńı v žádném př́ıpadě vyčerpávaj́ıćım dokumentem o
využit́ı automatického ř́ızeńı v dopravě. Jeho ćılem je pouze naznačit možnosti
využit́ı bayesovské statistiky pro popis dopravńıho systému pomoćı matema-
tického pravděpodobnostńıho modelu, odhad jeho parametr̊u a využit́ı ta-
kového modelu k rozhodováńı a ř́ızeńı. Vybraný systém – délka kolony vozidel
v jednom př́ıjezdovém pruhu křižovatky ř́ızené pomoćı světelné signalizace – je
záměrně zvolen velmi jednoduchý. Na tomto př́ıkladě jsou pak demonstrovány
jednotlivé úlohy adaptivńıho ř́ızeńı.
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